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§1. Introduction

En 1995, Bernardo Recaman Santos [8] a défini un nombre économique comme étant
un entier positif dont la factorisation ne requiert pas plus de chiffres que sa représentation
décimale. Ainsi, 25 = 52 est un nombre économique en base 10. De maniére analogue, on a
introduit la notion de nombre économique en base B > 2. Par ailleurs, on dit qu'un nombre
est fortement économique en base B si sa factorisation nécessite moins de chiffres que son
écriture en base B. Par exemple, 125 = 5% est un nombre fortement économique en base 10.

Répondant & une question posée par Santos [8], De Koninck et Luca [4] ont démontré
qu’il existe des suites arbitrairement longues de nombres fortement économiques consécutifs,
un résultat déja obtenu par Pinch [7] mais sous la condition de la conjecture des nom-
bres premiers jumeaux généralisée. Récemment, De Koninck et Luca [3] ont obtenu des
bornes inférieure et supérieure pour la fonction Np(z), soit la quantité de nombres forte-
ment économiques n’excédant pas x. Nous améliorons ces bornes en obtenant une formule
asymptotique pour la quantité logx — log N(z).

§2. Le résultat principal

Dans tout ce qui suit, B est un entier > 2, x est un grand nombre réel et p désigne
toujours un nombre premier. Pour chaque entier n > 2, on désigne respectivement par w(n)
et 2(n) le nombre de facteurs premiers distincts de n et le nombre de facteurs premiers de
n en comptant leur multiplicité. Enfin {x} désigne la partie fractionnaire du nombre réel x.

Nous utilisons de plus les symboles > et < de Vinogradov ainsi que les symboles O et
o de Landau avec leurs significations habituelles.

Introduisons la fonction R définie pour tout nombre réel o par

0 sia <0,
1 —e! at : 1
R(a) = { min e’ sild<a<g,
t>0 t
1 sl > %

Il est clair que cette fonction est bien définie. Par ailleurs, soit to(«) la valeur de ¢t qui
minimise ’expression I_Te_teat. On constate alors que

fo(a) = (1+ 0(1)% (0 = 0).

Il s’ensuit que R(«) est continue en o = 0. D’autre part, comme il est clair que R(«) est
continue en o = %, on peut conclure que R est une fonction continue sur I’ensemble des
nombres réels.

La figure 1 illustre la fonction R(«).



Figure 1: La fonction R(«)
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Notre résultat principal consiste en des bornes inférieure et supérieure pour la fonction Np(z).

Théoreme. Lorsque x tend vers l'infini,

(1) Np(z) = .

(log z)KB)+e(1)”

ol

p>0 \ 0<B<1

K(B) = min ( min (1+p+ 5 (log3 —1—log(R(p/Flog B))))) .
En particulier, lorsque B tend vers I'infini,

- 1+ 0(1)
logB

Voici d’ailleurs un tableau donnant quelques valeurs numériques de la fonction K (B).

BIKB)| B |K(B)
0,330 | 8 | 0,696
0474 | 9 |0,713
0,553 | 10 | 0,727
0,603 | 20 | 0,789
0,643 || 100 | 0,368
0,669 || 1000 | 0,909

(2) K(B) =

N O O W N

§3. Les résultats préliminaires

On désigne par dg(n) le nombre de chiffres nécessaires a ’écriture de la factorisation de
n en base B. On pose également v(1) = fp(1) = 1 et pour n > 2,

y(n) = ]]p

pln

-2 {123))

pln

et




Avec ces notations, on obtient 'identité

log p log a
dp(n) = Y LOgB + 1J +> LOgB + 1J

pln :ZH;L
3) B 10g7(n)+f ( )+Z loga+1
~ logB B\ < [log B '

A Daide de cette identité, on peut démontrer les deux lemmes suivants qui sont des criteres
sur les nombres économiques utilisés par De Koninck et Luca [3].

Lemme 1. Ecrivons chaque entier n > 2 sous la forme n = 2%, ou r est un nombre impair.
La condition suivante est une condition suffisante pour que n soit un nombre économique.

alog?2 4 loglogn — loglog 2

<
f5(r) log B log B
Démonstration du lemme 1. Il est clair que
log a
d < 2 1 d
g(n) < 2+ LogB + J + dg(r)

log a log r

< 3 1

= o log B * LogB * J +Js(r)
loga  logr

<

- log B + log B 0

Il s’ensuit que n est un nombre économique si

log a log r logn logr +alog?2
ga  logr oy < losn o 82

4 =
+ logB logB ~ log B log B

Il en découle que n est un nombre économique si

alog 2 4 loga

<
Jelr) < log B log B
et le lemme 1 découle alors du fait que a < llgig

On pose

v=uo(n):= Hpa

p%[In
a>1

et u = u(n) := n/v, de sorte que v(n) est la partie puissante de n et u(n) sa partie libre de
carrés. On a alors le résultat suivant.

Lemme 2. Pour tout ¢ > 0, il existe un entier positif ng tel que, pour tout n > ng avec
v(n) < (loglogn)?, on a que n est fortement économique seulement si

(4) fa(m) < —— (log v — log 1(v)) + £(log log log n)?.

log B



Démonstration du lemme 2. De l'identité 3 on obtient

dp(n) = bifg# + o)+ ) (LISSZJ ' 1) '

p%|In
a>1

Observons d’une part que logy(n) = logn — logv + logy(v) et d’autre part que fg(n) =
fe(m) + fe(v) = fe(m) + O(log’igv) = f(m) + o(logloglogn). Pour établir cette derniere
identité, on a utilisé 'hypothese v(n) < (loglogn)?. Par ailleurs, toujours grace a cette

hypothese,

1
Z L oga | 1J = O(w(v)logv) = o((logloglogn)?).
Il s’ensuit que

dp(n) (logn — logv + log (v)) + fs(m) + o((logloglogn)?),

- log B
ce qui complete la démonstration du lemme 2.

Introduisons maintenant la notion d’indice de composition d’'un entier positif n, lequel
est désigné par la fonction A\(n) définie par A(1) := 1 et pour n > 2 par

_ logn
log~(n)

(5) A(n) :

Y

une fonction d’abord introduite par Jerzy Browkins dans [1].
Posons maintenant, pour chaque entier j > 0 et chaque nombre réel § > 0,

His(t):=#{n<t:2+j6 <An) <2+ (j+1)d}.

Lemme 3. Pour j et ¢ fixés,

Hj&(t) _ tl/(2+j6)+o(1) (t _ OO)

Démonstration du lemme 3. Voir De Koninck et Doyon [2].

Soit G = G(k) = g1 + g2 + ... + g la somme de k variables aléatoires indépendantes
chacune uniformément distribuée sur [0, 1].

Lemme 4. Soit o un nombre réel fixe. Pour tout entier positif k,
(6) P(G < ak) < R(a)".

De plus, pour tout € > 0, il existe une constante C' = C(e, ) > 0 et un entier positif kg tels
que pour tout k > ko,

(7) P(G < ak) > =R(a)*HCFar

N | —



Démonstration du lemme 4. D’abord, dans le cas a < 0, on a trivialement
P(G < ak) = P(G < 0) =0 = R(a)*,

ce qui établit d’un seul coup les deux inégalités du lemme.

Soit donc v > 0. Par symétrie, on a P(G < ak) = P(G > (1 — a)k), de sorte que
P(G < k/2) = P(G > k/2) =1/2. Sia > 1 onadonc ; < P(G < ak) <1, de sorte que
par la définition de R, on a P(G < ak) < 1 = (R(a))*, ce qui établit (6). D’autre part, il
est clair que 3(R(a))* =1 < P(G < ak), ce qui établit (7) dans le cas ot o > 1.

Pour le reste de la preuve, nous supposerons donc que 0 < o < %

Montrons d’abord (6).

Pour une variable aléatoire X, désignons par fx la fonction de densité associée a X, et,
étant donnée une fonction réelle h, nous désignons par E[h(X)] l'espérance mathématique
de h(X).

En utilisant le fait que les variables aléatoires g;, pour ¢ = 1,2, ..., k, sont indépendantes
et identiquement distribuées, on a que pour tout nombre réel ,

(8) /0 Co fa(z)de = E [e7¢] = (Ble])" = <1 — e_t)k.

t

Voila qui permet d’écrire que pour tout ¢ > 0,

t

ak ak at —t k
P(G < ak) = / falz)dr < eto‘k/ e folx)dr < (M) .
0 0

Or, comme cette derniere inégalité tient pour tout nombre réel ¢t > 0, il s’ensuit que

(9) P(G < ak) < (min (M))k _ R(a).

t>0 t

ce qui prouve (6) lorsque 0 < a < 1/2.

Pour établir (7), nous allons d’abord borner la fonction de densité fg(x). De I'inégalité
(9), il découle que pour tout 0 < € < «,

(10) /(af . fa(r)dr = P((a —e)k < G < ak) < P(G < ak) < R(a)k.

Par ailleurs, comme fg(x) est une fonction continue et croissante sur [0, k/2], il s’ensuit
que

(11) /(a fo(x)dx > ek fa((a —e)k).

a—e)k
En combinant (10) et (11), on en déduit que

ckfa((a—e)k) < R(a)",
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laquelle inégalité, en posant o — ¢ = o, devient
R(a/ +¢)*
ke

Comme la fonction R est uniformément continue, il existe une constante ¢ > 0 telle que
R(a/ +¢) < R(d') + ce. En choisissant ¢ = R(«/)/k, il découle de (12) que

(12) fa(d'k) <

(o)

13 k) <

( ) fG(a )— R(O/) -

Pour simplifier les notations, posons ¢; := e® et remplagons o/ par «, de sorte que (13)
devient

(14) falak) < cR(a)" .

Les relations (8) et (14) nous permettent de conclure que, pour tout € > 0 et tout ¢ > 0,
on a la chaine d’inégalités

(ate)k o —t\ k (a—e)k k
09) [ totmeae = (S55) < [T pemeran [ gt

a—e)k ate)k

(=Y Ly fo(x)et
— max x)e
= t agl(a—e)h (ate)k] "

1—et\"
> ( c > —k max i R(x/k)F et
13 ¢l(a—e)k,(ate)k]

Comme ces inégalités sont valides pour tout ¢t > 0, on peut choisir ¢t = ty(a). On obtient
dans ce cas

max R(x/k)te (@ —  max (e @IRO)NFRO) .
z&[(a—e)k,(a+e)k] ( / ) GQ[a—e,a—i-g]( ( )) ( )

Il découle de la définition de la fonction R que
000 (1 — ¢~10(0))
to(0)

D’autre part, comme R(6) est en réalité une fonction des variables 6 et (), on peut écrire
R(0) = S(0,t0(0)), de sorte que

efto(a)eR(e) _ efto(a)e €

d —to(a)9 _ —to(a)@ —to(a)t9 d R(e)
Tk R(0) = —to(a)e R(O)+e 74
aS oty 0S
_ _po(a)e- @0 R(g) 4 ¢—fo@p (05 o 05N
of@)e ™ TR(E) +e oy 90 a0
Or comme t,(f) a été choisi de facon a minimiser R(6), il est clair que g—t“z = 0. Puisque

% = to(0)R(0), il s’ensuit que

d —to(a)f — ,—to(a)0
e R(G) = e R()(to(0) — to(a)).



Comme e (@Y R(f) > 0 et comme ty(f) est une fonction décroissante, il suit que la fonction
e @I R(H) atteint son maximum lorsque 6 = a, et en fait qu'elle est croissante sur (0, )
et décroissante sur (a, %) C’est pourquoi,

max e PWIR(G) < e (R (a) — cy(a)e?
0 [a—e,a+e]

pour une certaine constante cy(a) indépendante de . En choisissant ¢ = k~1/4

alors

, on obtient

1 — etol@)\*
k max R(z/k) e @2 — O (k(e @2 R(q) — cok™Y2)F) = 0 <—> )
o@(a—e)k.(a-+e)k] ( / ) ( ( ( ) 2 ) ) to(Oé)

En utilisant cette inégalité dans (15), on obtient que pour tout § > 0, il existe un entier
positif kg tel que pour tout k& > ko,

(16) / O @) > (1 8 (*5 e_m(a))k
16 r)e Y dr > (1 — ] .
(a—k=1/4)k ¢ to(a)

En observant par ailleurs que

(a+k~ 4k e (a+k~ 14k
T ey R T
(a—k—1/HEk (a—k—1/HEk

< e o@EHFYEP(G < (a4 kTVYR),

on peut déduire de (16) que

—to()(a—k~1/4)k 14 1 — e—to(@\*
¢ P(G<(a+k k) >1-0)(——]) ,
to(Oé)

et ainsi que

ato(a) _ —to(oc) k .
(17) P(G < (a+ k%) > (1 - 6) ( (f( : >) ok
o\

En posant o = o + k=% et comme la fonction e*(®) (1 — e¢=%(*)) /t)(a) est continue, nous
avons e @) (1 — e=1)) /t(a!) > e (1 — e @) /ty(a) — csk™ M4, ot c3 = c3(a) est une
constante positive qui ne dépend pas de k. Ainsi, en utilisant (17), on obtient qu’il existe
une constante positive C' dépendante de a mais indépendante de k telle que

a’'t(a’) 1 — —t(a’) k /
P(G<dk) > (1-9) (e (t( /)e ) +03k:_1/4> . lo(a)ks/4
(0

1 ea/t(a')(l — e*t(o/)) h+Ck/
>
-2 < t(a’) ) ’

ce qui complete la démonstration du lemme 4.
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Etant donné un nombre réel positif x et un entier positif k fixés, on subdivise 'ensemble

des nombres premiers p < z en des sous-ensembles disjoints g, 7, ..., Tx_1 définis comme
suit: . | -
J ogp J+
Emi = =<1-— < .
PET=% {log B} =T

Ainsi, pour B =10, k = 3 et x = 30, on obtient

mo=1{57},  m =1{3,23,29},  m={211,13,17,19}.

Au méme titre, on introduit les fonctions de compte wy(n),wi(n),...,wr_1(n) définies
par
w;(n) = Z L.
pln
TJE‘/rj

Lemme 5. Lorsque x — o0,

r (loglogx) !

#{n<z:wh) =r}=1+ 0(1))D(2)logac S

ou z =r/loglogx et

o= I (=) (5)

Cette estimation est valable uniformément pour x > 3 et 1 < r < C'loglogx pour toute
constante fixe C' > 0.

Démonstration du lemme 5. Il s’agit d’un résultat classique de Selberg [6].

Remarquons que sur [0, 1] la fonction D(z) est croissante et que D(1) = 1. Afin d’étre
en mesure d’utiliser le lemme 5, nous aurons également besoin du lemme technique suivant.

Lemme 6. Soient x et y deux nombres réels tels que 0 < y < x. Alors, lorsque x — o0,

#{n <y:w(n)=|PBloglogz|} = (log x)o(l)y(log y)fﬁnlognﬁJrnﬁ—l’
oit 1 = K(z, ) = loglog o/ log log .

Démonstration du lemme 6. En utilisant la formule de Stirling sous la forme n! =
(14 0(1))V2mn(n/e)™ ainsi que le résultat de Selberg (lemme 5), on obtient aisément

log1 |Bloglogxz|—1
#{n <y:w(n)=|Lloglogz|} = (1+ 0(1))D(F05)10g;y <(0Lg6foggy13)gmj — 1)

kB loglogy
] o(1)_Y £
(log 2)* = o \ 3

= (logz)*My(logy) "Ploerftri=1,

8



Signalons d’abord que, lorsque y = z, i.e. kK = 1, le lemme 6 entraine en particulier que
#{n <z :w(n)=|Floglogz|} = z(log x)—ﬁlogﬁ+ﬁ—1+0(1)7

ce qui permet de déduire que

x
18 : 101ogl = .
(18) #{n <z :w>10loglogz} 0(log$)

Lemme 7. Soit A un ensemble de nombres premiers tel que

Z o (14 o0(1))cloglog x

peEA p
p<x

pour une certaine constante positive c. Alors
#{n<z:pn=pcAwn)=K}=(1+01)"#{n<z:wh) =K}

Démonstration du lemme 7. Il s’agit d'un cas particulier du théoréeme B de De Koninck
et Luca [3].

Des lemmes 6 et 7, on peut aisément déduire le corollaire suivant.

Corollaire 1. Soit A un ensemble de nombres premiers tel que

Z 1o (14 o(1))cloglog x

peEA p
p<x

pour une certaine constante positive c. Alors

#{n <y:pln=pe Auwn)=|Bloglogz|} = (logx)"My(logy) P eerdrnd—ttrilose,
Lemme 8. Pour tous nombres réels a,b tels que 0 < a < b <1, ona

Z % = (1+0(1))(b—a)loglogx.

1
{122 ela.b)

Démonstration du lemme 8. On a

DD DD D

p<x ._logz Bjta Bi+b
0<j< 8L <p<
(1Ep yelat) log B

D’apres la formule de Mertens raffinée par Rosser et Schoenfeld [5], il existe une constante

co telle que
1 1
g ]—jzloglogx—f—co—l—O( )

2
— log” x




C’est pourquoi, on obtient
1 . 4 1 . 4 1
Z — =log(j+b)—log(j+a)+ 0O (—2) =log(1+b/j) —log(l+a/j)+ O (—2) ,
Bite<p<Bitb J J
de sorte que

S0 Lo ST (os(l4b/5) —log(1 +a/i) + O(1)

0§j<% Bj+a<p<Bj+b 0Sj<11§ggz>

-y 2o

J

= (14 0(1))(b—a)loglogz,

ce qui complete la démonstration du lemme 8.

Lemme 9. Soit k un entier positif fixe et cg,cy,...,cx_1 des nombres réels non négatifs
fixes. Soient x,y des nombres réels tels que 0 < y < x et k := loglogx/loglogy. Alors,
lorsque r — o0,

#{n <y :wo(n) = |cloglogz|,wi(n) = |c1loglogz], ..., wr_1(n) = |cx_1loglogz]}
— (IOg l’)o(l)y(lOg y)—ﬁCk,l log k—kDj_1+Cr_1(k—log .14)—17
ouCj:=cy+ci+...+¢cjet Dj =cologcy+ciloger +...4+¢jloge; pour j =0,1,... k—1.
Remarque. Nous utiliserons le lemme 9 seulement dans le cas y = x, ce qui implique x = 1.
Le membre de droite de la relation de 1’énoncé se simplifie alors pour donner

x(log ‘/L-)_Ckfl log k—Djy,_14Cj_1—1+0(1) )

Par exemple, si k =3 et si ¢g = ¢; = 1/4 et co = 1/2, on obtient

# {n < x:wy(n) = Elog long ,wi(n) = Elog log:cJ ,wa(n) = Elog long }

— ZL’(IOg ZL’)i log3+% log 2+0(1) )

Démonstration du lemme 9. Fixons £ > 1. Soit r un entier, 1 < r < k — 1. Supposons
que le résultat soit vrai si ¢; = 0 pour tout j > r, et procédons par induction sur . Pour
r = 1, le résultat découle immédiatement du corollaire 1. En supposant que le résultat soit
vrai pour 7, nous allons démontrer qu’il est alors vrai pour r + 1.

Pour ce faire, introduisons d’abord les deux fonctions de compte

M(y): = #{n<y:wi(n)=wi(n)=...=w,_1(n) =0, w.(n) = ¢ loglogz|,
wr1(n) = ... =wr_1(n) =0}
et
T(y) =#{n<y:neT},

10



ou

T: = {n:wi(n)=|eloglogz], wi(n)=|cloglogz|, ..., w.—1(n)=|c._1loglogz]
et wj(n) =0, pour j > r}.

Remarquons que les fonctions T et M dépendent implicitement de x. On pose

loglogy/t . loglogt
V= ——" e =
log log x log log x

Fort de ces notations, on a alors que

(19) #{n <y:wo(n) = |cologlogz|, wi(n)=|ciloglogz]|, ..., w,(n) = |c,loglogz]
et wj(n) =0 pour j >r+1}

_;M(%) _/1yM<%> dT(t).

En utilisant de nouveau le corollaire 1, on obtient pour chaque t < y,

Yy o o(1) Yy —ver logver+ver—vey log k—1
(20) M (7 ) = (logz)”" = (logy/t) -
Or, par notre hypothese d’induction, on a
(21) T(t) = (log :z:)"(l)t(log t)*ﬂcr—l log pi—=pDy—14pCr—1—pCr—1 logk—1

En utilisant (20) et (21), ainsi que les inégalités u < k, v < &, logt < logy et log(y/t) < logy,
on peut borner supérieurement l'intégrale apparaissant dans (19) et obtenir que

T v
/ M (%) dT(t) S y(log x)o(l) / g(lOg y/t)—/fcr log k+kcr—ker log k—1
1 1

(log t)*fﬁcr_l log k—kDyp_1+kCr_1—kCr_1logk—1 dt

(22) — (log m)o(l)(log y)—nCr log k—kDy+rkCr—kCy log k—l.

En substituant (22) dans (19), la borne supérieure du lemme 9 suit immédiatement. Pour
démontrer la borne inférieure, on utilise I'inégalité

/1y M (%) dT(t) > /;:3 M (%) dr(t).

Dans cet intervalle, on a v = k 4+ 0o(1) et p = Kk + o(1). On a également logt > %logy et
logy/t > %log y. Il s’ensuit que

/j’ M (%) dr(t) > (logz)’Vy (logy)

— (log .1')0(1) (10g y)fﬁcr log k—kDr+KCr—rkCh 10gk,17

—dt

—kCrlog k—kDr+rkCr—krCyrlog k—2 y2/3 1
/1/3 t

Y

ce qui termine la démonstration du lemme 9.
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Dans le cas y = x, i.e. Kk = 1, le lemme 9 peut également étre écrit sous la forme suivante,
ce qui nous permettra d’utiliser des résultats probabilistes.

Corollaire 2. Pour tout entier positif k fixe et étant donné des entiers non négatifs
co,C1,---,Cp_1, ON a, lorsque r — o0,
#{n <x:wy(n) = |cologlogz|, wi(n)=|cloglogz], ..., wr_1(n) = |ck_1loglogz]}

|
=#{n<z:whn)=|Ciloglogz]|}- L~ Cr—1loglogz] Lgkfl loglog z|! og x)o(l)'
[I;=0lcjloglog ]!

Démonstration du corollaire 2. Le résultat découle immédiatement des lemmes 5 et 9
et de la formule de Stirling.

De la définition de fg(n), il découle immédiatement que

-1

)
&
<0
2
??‘

G+ D)

(23) 7

IN

fe(n) <

Jj=0 J

Il
=)

En posant également, pour y < log x,

Fg(r,y) = #{n < x: fa(n) <y},

on obtient de (23) que

llog 2]

(24) Fg(z,y) Z Z #{n <z :wy(n) =ug,...,wr(n) =u}t,
r=1 ueS,(y)

ou S,(y) est ensemble des vecteurs (uq, ..., u;) de dimension k sur N tels que

UL+ U+ ...+ U, =T
et
koo
Z e
= k
En utilisant le corollaire 2 dans I’équation (24), on obtient
|log z/ log 2]

(25) Fary) < > #{n<x:w(n)zr}%#5r(y).

En désignant par V, la somme de r variables indépendantes prenant chacune des valeurs
, 1 avec une probabilité de -, on a alors 'identité

?rlw

)

=

1

ﬁ#sr(y) = P(V, <y) (r=1,2,...).
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C’est pourquoi, il découle de (25) que

|log 2/ log 2]

(26) Fp(x,y) < Z #{n <z :wn)=r}P(V, <vy).

De facon analogue, on peut montrer que
|log 2/ log 2]

(27) Fg(x,y) > Z #{n<z:wn)=r}P <W<y—£>.

Désignant maintenant par G, = g + g2 + ... + g, la somme de r variables indépendantes
uniformément distribuées sur [0, 1], on a que, pour tout y,

(28) P(w<y—£)<P(Gr<y)<P(v;<y).
Comme k peut étre choisi arbitrairement grand, il s’ensuit que

limP<Vr<y—%>:P(V;<y).

k—o0
Ainsi, en combinant (26), (27) et (28), on en déduit que

|log z/ log 2]

(29) Fy(z,y)= Y #{n<z:wh)=rtP(G, <y)(logz)"".

Corollaire 3. Pour 2 < y < logzx, lorsque x — 00,

Fp(r,y) = max #{n<z:wn)=r}P(G, <y)(logz)’ +o ( - ) :

r<10loglog = log X
Démonstration du corollaire 3. Le résultat découle aisément des relations (29) et (18),

puisque 'on a alors

|log |

Fp(x,y) = Z #{n < z:wn) =r}P(G, < y)(logz)°®

= max #{n<z:wh)=r}P(G, <y)(log x)o(l)

r<10loglog =

+ O(#{n <z:w(n)>10loglogzx})

= max  #{n < z:w(n) =r}P(G, < y)(logz)’Y + o ( ’ ) :

r<10loglog = 10g i

Nous allons maintenant utiliser le corollaire 3 pour obtenir une estimation précise de
I'expression Fp(x,y) lorsque y = yloglogxz, ou x est un réel positif fixé et x tend vers
I'infini. D’abord, il est clair qu’il découle du corollaire 3 que

Fp(z,xloglogz) = (logz)°™ Lo Jnax (#{n <z :w(n)=r}-P(G, < xloglogz))

x
+o ;
<log:c)
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de sorte qu’en définissant le nombre 5 = ((z,r) implicitement par 1’équation |Floglogz| =
r, on obtient

Fg(x,xloglogz) = (logz)°W max (#{n <z:w(n)=|Lloglogz]}

(loglog z)~1<B<10

xr
P (G 1ogloga) < Xloglogx)> o (10g$> '

En utilisant le lemme 6, on obtient alors

30 F log 1 —  (log z)°®W ( log z)~FlogA+A-1
(30) (7, xloglog x) (log ) g0t 1 z(log )

P (GLmoglogﬂ < Xloglogx)) +o0 (lo:;x> )
Or, il découle du lemme 4 que
(31) P (Gipiogioge) < Xloglogz) = (R(x/B) + 0(1))7 18187 = (log )8 Fx/D o),
Des relations (30) et (31), on peut donc déduire que

(32) Fg(z,xloglogx) = max (z(log x)ﬁ’l’ﬁ(logmwbgR(X/m*“”)

(loglog z)~1</<10 ’

laquelle relation est fondamentale pour la démonstration du lemme qui suit.

Lemme 10. Lorsque x — 00,

. T P o(1)
N = F log 1 | .
5() (]<p<1orgno?/)l(oglogx B ((log z)r’ log B 08708 x) (log 7)

Démonstration du lemme 10. Nous allons d’abord démontrer que

x p
33 N > F logl .
(33) B(@) 2 0<p<logyloglogz ((log z)r’ log B 0808 x)

Il découle du lemme 1 que

xr alog?2
34 N > Fg | — .
(34) 5(r) = Ogagrlggag}c(/logQ B (2“’ logB)

Or, en définissant implicitement p par la relation 2 = (log x)?, I'inégalité (33) suit immé-
diatement.

Nous allons maintenant établir que pour tout € > 0, il existe un nombre réel xy = z¢(¢)
tel que pour tout z > xy, on a

x p
35 N, < F log1 1 c
(35) B(x) < L ((log 07 Tog B 108108 a:) (log )7,

14



laquelle inégalité combinée avec (33) complétera la démonstration du lemme 10.

Du lemme 2, on peut déduire que

r 1 v
Np(z) < Z FB<;,@log(W)+sloglogas).

'u<log2 x

v puissant

De la définition de la fonction A\(n) donnée dans (5) on obtient que

log <%> = logv — logy(v) = logv <1 . ﬁ) ,

ce qui nous permet d’écrire, en utilisant le fait que si v est un nombre puissant alors A(v) > 2,

x logw 1
N < Fpl———=|1——= log1
B(z) < Z B(v’logB ( A(v))+€ 0g ogx)

2

v<log® x
A(v)>2
= E + E =T\ (x) + Tyr(x),
v<log? z v<log? z
2<A(v)<kq A(v)>kq

disons, ou ky est un entier positif grand, mais fixe.
Pour évaluer Ty(z), observons qu'il résulte du lemme 3 que

#{v < (logz)?: AMv) > k1 } < (logz)3/*,

de sorte que, en écrivant chaque nombre v < log? z sous la forme v = log® z, o £ € (0,2),
on peut déduire que

x logw
36 T < E Fg | — log1
( ) 2<m) <(1 )2 N (U’ IOgB +6 Og Ogm)
v ogx
A(v)>ky

< (logxz)** [max, Fgp

(logz)¢” log B

Cherchons maintenant une borne supérieure pour 7;(z), soit dans le cas ou A(v) < k.
Fixons un petit nombre réel 6 > 0. On peut alors écrire

log 1
( z 5OgOg%—i—aloglogaz:).

x logw 1
37 Ti(z) = Fp (-;—(1——)+alogloga:) = S;,
(37) = 2 PG\ 5w >oS)
QSA(U%SM
ol
x logwv 1
38 S; = Fp <—, (1 — ) + €logloga:>
(38) ! U<<1Zog:$)2 v’ log B A(v)
246 <A (0)<2H(j+1)8
x logwv 1
< Fgp <—, (1— , ) +5loglogx)
v<<120;1)2 v’ log B 24+ (G + 1)

2+50<A(v)<2+(j+1)8

-/ T (s (1= ) (4 o)) dl o),
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En utilisant le lemme 3 pour évaluer cette derniere intégrale et en effectuant par la suite le
changement de variable t = (log z)¢, on peut remplacer (38) par

(log 2)? xz logt 1
g 24486)"1-1
39) S, < Fpl= —=- (1 — log1 H(2H30) 7 e gy
(39) 8; < /1 B(t’logB( 2+(j+1)5>+€0g0gx>

2 , log log x 1
_ 1 £/(2+50) p v § l]— ———— 1 “d
/0 (logz) 5\ (logz)e’  logB 27 G5 ) losd)

ou g1 = £1(g) est un nombre réel positif qui tend vers 0 avec e.
En faisant appel a la relation (32), nous obtenons une nouvelle borne supérieure pour Sj,
soit

2 x ¢loglogx 1
40 S; < F — 1— : 1 “2d,
w8 = /0 ’ <(10g$)£(1_2+j5) log B ( 2+ (j+ 1)5) Llog )7t

x £
< e
s 2 0265 Fs ( (log z)¢’ log B log log x) (log ),

ol g9 = e9(e1) est également une quantité positive qui tend vers 0 lorsque £; — 0.
En substituant (40) dans (37), on obtient finalement

r logv 1
41 Fp| — 1— log1
(41) Z B(v’logB( 2+(j+1)5>+6 og ogx)

v< (log x)2
2<A(v)<ky

x
log z)¢’ log B

gﬁmaxFB((

0 0<e<2

log log l’) (log x)"2.

En choisissant maintenant ky = 3/ et § = 1/k, on peut alors déduire de (36) et (41)
I'inégalité (35), complétant ainsi la preuve du lemme 10.

84. La démonstration du résultat principal

D’abord, il est clair que la relation

T

Np(r) = (log z)K®)+o()

est une conséquence immédiate de I’équation (32) et du lemme 10.
II reste a établir la relation (2). Pour ce faire, observons d’abord que le nombre ¢ =
to(cv) auquel le minimum est atteint dans la définition de R(«) est donné par la solution de
dR

I'équation <5 = 0, laquelle peut étre écrite sous la forme

_(1 o e—t)eta aeat 4 (1 - a)e—(l—a)t
t2 + t

= 07
ce qui se ramene apres simplification a

(42) - — =




Il s’ensuit que lorsque « tend vers 0, on a to(a) ~ i, de sorte que
R(a) ~ ae.

On a donc que, lorsque B tend vers I'infini,

p>0 \ 0<B<1

(43) K(B) = (14 0(1)) min ( min (14 p+ G (logfB — 1 —log(ep/Blog B)))) .
En dérivant 'expression a droite de (43) par rapport a [3, on obtient

2log  — log(a/ log B).
C’est pourquoi 'expression a droite de (43) est minimale lorsque

)
log B

En substituant cette valeur de  dans 'expression a droite de (43), on obtient

(44) K(B) = (1+o(1)) min (1+p—2\/£).

Par ailleurs, en dérivant 1’expression & droite de (44) par rapport a p et en I’égalant & 0,

on obtient
1
1— =0
\ plog B

de sorte que 'expression a droite de (44) est minimale lorsque

8=

1

P= log B’

auquel cas il découle de (44) que

K(B) = 1+ o) (1- =5 ).

ce qui prouve (2) et complete la démonstration du théoreme.

§5. Remarque finale

La preuve du théoreme ne dépend pas du fait que les nombres soient fortement économi-
ques ou méme tout simplement économiques. En fait, si on désigne par Sg(n) le nombre de
chiffres dans la factorisation de n en base B, le théoreme est valable pour toutes les fonctions

NE(z) = # {n <uz: [llogn

W <SB(n)+k},

og B

ou k est un entier positif satisfaisant a k = o(loglog z).
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