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MOYENNES SUR CERTAINS ENSEMBLES DE DIVISEURS
D’UN ENTIER

par Jean-Marie DE KONINCK et Jacques GrAH!)

AUBSTRACT, Given an arithmetical function S, We examine the
average value of f(d) as d runs through subsets of the divisors d of an
, . ) = 1 A
Integer n, In particular, we study the functions f(n) = T) y f(d), f(n)

T(n dln

~ 1

Y f(d) and f(n) = Y f(d), where T(n) is the

dln 20 dln
i sipnarelree (d,n/d)y=1
iimber of divisors of # and ®(n) stands for the number of distinct prime
factors of n, and show that their arithmetic properties resemble those of f.

1. INTRODUCTION

Hoit I ’ensemble des fonctions arithmétiques. On dit que feF est
ddelitive si S(mn) = f(m) + f(n) lorsque (m, n) = 1. Si 5 = qrlgyz... q)
el a déu(m'lposition canonique de », alors les fonctions w(n) = Loal=r,
(n) = ‘;M,a, et logn sont additives. Lorsque 1’égalité S(mn) = J(m)
b f(r) est valable pour tous les entiers positifs 7 et R, on dit que f est
fotalement additive. Si en plus d’8tre additive, £ satisfait f(p*) = f(p)
pour chaque nombre premier p et tout o e N, on qualifie S de fortement
additive,

Une fonction f e F est dite multiplicative si Sf(mn) = f (m) f(n) lorsque

(M n) = 1. Cest le cas des fonctions A(n) = (= 1D)®", 1(n) = IT (e; + 1),
i=1

b= ¥ 1,6()= Y d,1(n)=1vn = 1,8(n) = g9, ... q, (quon
din

msn
(m,n) =1

U Travail supporté en partie par une subvention du CRSNG et une subvention duy
programme FCAR. 1991 Mathematics Subject Classification: 11A25, 11N37.
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appelle «noyau de n»), de la fonction de Moebius p(n) définie par

1 sin=1
p(n) = 0 si p?|n pour un certain nombre premier p
(—=1) sin=qiq;..-q,; q; premiers distincts

et enfin de la fonction E(n) qui vaut 1 si n =1, et 0 autrement. Lorsque
Pégalité f(mn) = f(m) f(n) est valable pour tous les entiers positifs m
et n, f est dite totalement multiplicative. Une fonction multiplicative f telle
que f(p*) = f(p) pour chaque nombre premier p et tout o € N est dite
fortement multiplicative. On désigne par .# (respectivement par &M et
par %._# ) I’ensemble des fonctions multiplicatives (respectivement I’ensemble
des fonctions totalement multiplicatives et I’ensemble des fonctions fortement
multiplicatives). De méme, on désigne par o7, & o/ et 7 o/ les ensembles
des fonctions additives, totalement additives et fortement additives.

Trés souvent, étant donné une fonction arithmétique f, on est appelé a
étudier des expressions de la forme

(1.1) dZ f(d), Y @, Y f@,
I d libredclien carrés (d, nd/ldr; =]

ou, dans chaque cas, ’argument de f parcourt tous les diviseurs de ’entier
positif 7 ou encore un sous-ensemble de ses diviseurs; la troisiéme somme
de (1.1) parcourt ce qu’on appelle communément les diviseurs unitaires
de ’entier n.

Notre étude portera d’abord sur les fonctions arithmétiques f f et f
associées 4 une fonction arithmétique f donnée, et définies respectivement par

- 1
fny:= — dy, ) dy,
(12) n) T(n) d;n f( ) f(n) 2¢ (n>dlibred!l:carrés f( )
fimi=—e ¥ f().
dln
d,n/d)y=1

En effet I’étude des sommes du type (1.1) et celle des sommes corres-
pondantes (1.2) s’avérent étre deux problémes analogues; toutefois les
sommes (1.2) ont I’avantage d’avoir une interprétation «plus naturelle» en ce
sens que chacune d’elles représente une moyenne de la fonction f lorsque
son argument parcourt un sous-ensemble particulier de diviseurs de Pentier 7.
De plus, comme on le verra ci-dessous, les sommes du type (1.2) possedent
des propriétés arithmétiques qui rendent leur étude beaucoup plus facile
que celles du type (1.1).
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{.¢% trois lonctions f ]/"\ et f représentent donc la moyenne des valeurs
de 7 prises respectivement sur les diviseurs de s, sur les diviseurs libres
de enrréy el sur les diviseurs unitaires de n. Par exemple si f(n) =20M
alors f(n) = t(n?)/t(n). Si f(n) = A(n) =logp si n=p™ (pour un
gerlpln p premier et m = 1), 0 autrement, alors f(n) —A(n)—A(n)
= log (5(m))/290 et A(n) = log (n)/t(n). Il est également facile de vérifier
que  A(m) = B(n),  B(n) = T pu,0/(F .= O () = T oy 1/(1+ ),
Wi = o) = wn)/2 = Q(n) et que 1= = 1 =1. Plusieurs autres
gxemples seront exposés dans cet article.

les étudierons donc ici les propriétés arithmétiques des fonctions
7, / el / C’est ainsi qu’a la section 2, on démonire que, vues comme des
opérateurs sur Pensemble F, ces fonctions «héritent» du caractére additif de
{a fonctlon originale f, ou de son caractére multiplicatif, selon le cas.

Réciproquement, de (1. 2) on monire que f hérite du caractére additif ou
mitiltiplicatit des fonctions f, et f. En effet, en utilisant la notation habi-
tuelle f*g pour désigner le produit de Dirichlet des fonctions arithmé-
tgues [ et g, et %, la restriction de * aux diviseurs unitaires, alors, si
J e F telle que fe o, des egahtes f=1f+u et p#t =1, on déduit
fucilement que f € 7. Pour fe o les identités f = 20 fa,(— 1)@ et
(  {)"#,20 = | permettent d’établir I’additivité de f. Lorsque les fonc-
tons f el / appartiennent & .#, on obtient la multiplicativité de f direc-
tetent & partir des formules d’mverswn de Moebius sans faire appel aux
Iddentités v = 1et (—1)9%,20 =

Nous Lraitons, a la section 3, des liens qui existent entre la valeur
moyenne de f sur un intervalle donné [1, x] et celles des fonctions f, f et f.
Alnsl on établit que lorsque f e Fu et satisfait certaines conditions de
wgulmiw, alors f n’est pas nécessairement dans & ., mais pourtant f
posséde une valeur moyenne si et seulement si f en posséde une. On
complete celte sectlon avec I’étude du comportement des itérations
successives f, f f,...

L4 cuestion naturelle de l’ecart pour un entier naturel n, entre f(n) et
chileune des quantités F(n), f(n) et f(n), est soulevée a la section 4. On
démontre que ces écarts, interprétés comme des fonctions arithmétiques,
piéservent Padditivité, ce qui permet d’analyser plus facilement leur ordre
de grandeur.

Enfin, 4 la section 5, étant donné une fonction arithmétique f, on
considére des sous-ensembles de diviseurs d’un entier 7 qui ont la propriété
d"8ire «multiplicatifs» et on introduit la notion de moyenne des valeurs de
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la fonction f sur ces ensembles de diviseurs de n. Certains des résultats établis
dans cette section donnent d’ailleurs lieu a plusieurs identités surprenantes.

Les auteurs remercient le rapporteur dont les nombreuses suggestions leur
ont été utiles pour la version définitive de ce travail.

- A ~
2. PROPRIETES ARITHMETIQUES DE f, fET f

On définit sur F les opérateurs T, TetT par T(f):= 7, T( f):= f et
T(f):= f.

Du prochain résultat, il découle en particulier que toute fonction arithmé-
tique est elle-méme la «moyenne» d’une autre fonction arithmétique.

THEOREME 2.1. L’opérateur T établit une bijection de ¥ sur F.
Il en est de méme pour Iopérateur T.

Démonstration. Pour chaque f € F,

T(f) =f=%(1*f) si et seulement si f= p*1f

et T(f) = f—— (1%, f) si et seulement si f=(—1)9%, 201,

d’ou le résultat.

EXEMPLES. Ainsi il est intéressant de se demander quelles sont les images
par ’opérateur T-1 ou par Popérateur T-! de certaines fonctions arith-
métiques classiques, soit par exemple les fonctions ®, A, A(n) et E(n). On
vérifie successivement que

o(n) = (0 + k)(n), ot k(n) = ¥ 1,

2lin
. 0 sin=1,
Al =gm, ot glm = {(— e g log=; sin>1,
A(n) = A(n)T(n?),
E(n) = ia(n) = 0(n).
L’opérateur T nest pas injectif. En effet, si on pose g,(n) = t(n)/n,
g:(n) = 2°M/pn et g3(n) = 29M/n alors

21(n) = g,(n) = &:(n) = ﬁ H (1+2/p)

_ 1 _ s
-8(’1)20)(”)!,['1'1( +06(p)) = 8()
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fes opéraleurs T, TetT préservent la multiplicativité et I’additivité.
O oen elfet e résultat suivant.

THEORIME 2.2, Sz f est dans of (respectivement dans ), alors
fes Jonctions / ) f et f sont chacune dans o (respectivement
diuns . #)

Avait de donner la demonstratlon du théoréme, voyons par des exemples
lsi allures que prennent 7 f et f pour des fonctions f additives et mul-
tplicutives,

HNUMPLUY
i) On démontre facilement avec le théoréme 2.2 que

7 A ()T () 1 sin=m?

n) = Mn)t(n) =

(m) 0 autrement,

soit 1 fonction caractéristique de ’ensemble des carrés parfaits.

2y Parfois, il arrive que Ff(n) = f(n); ainsi on a

%(n)=%(n)=M I a+as2)
20(m pelln
]
_ 3 Q
any = aemy = 20

Démonstration du théoréme 2.2. Si f € .#, la démonstration est presque
{iimédiate. Nous allons établir la preuve uniquement pour f, dans le cas
olt f & o/ les cas des fonctions f et f, avec f € 2/, sont presque identiques.
Soit done f € o et soit n et m deux entiers positifs relativement premiers,
alord

1
B e =— d,d
Jmn) o )dlzmnf (d) T(m)T(n);ilEII:nf(IZ)
SR AR RICD)

t(m)t(n) ¢y|n
dy|m

1 1
S — d —_— d
t(m)t(n) dgn S + t(m)t(n) ;%l:n 7

dylm

L ﬂm)21+——i——2f(»21

= Wdlln doylm t(m)t(n) dyim dy|n

= f(n) + f(m) .

{.e résultat est ainsi démontré pour f.
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REMARQUE. La réciproque du théoréme 2.2, comme nous l’avons
montré dans I'introduction, est vraie pour f et pour f. Montrons par un
A
exemple que ce n’est pas le cas de la fonction f. Soit f la fonction
définie par
290 i p?|n,

w(n) sinon .

f(n)={

Il est clair que f n’est pas additive; or il est facile de voir que f (n)
= m(n) “’(") € &/, puisque f(n) est lndependante des valeurs de f(d)
oud|n avec u(d) = 0. C’est pourquoi fe o P fe o

Il est intéressant de signaler qu’en général f (n) # f(n). En effet, il est
facile de démontrer que, quelle que soit la fonction arithmétique f,

f (n) = f(nr) pour tout n € N & f = ¢, pour une certaine constante c .

A -
La méme affirmation est valable dans le cas des fonctions f et f. Une
observation plus générale sera faite & la section 5.

Par ailleurs, si f € .o,

1
Z fom),

+1m—1

fmy= Y
pelin A

A 1

fimy=-% f(p)= —f(5(n))
2 pln 2

= 1
et f(n)= Ef(n)-

Si fe &, alors f(n) = f(n) = f(n)/2. Mentionnons également que
lorsque f e ¥,

f(n) = % l—f(p) f(n) — % l—f(p)

en particulier, si f est a valeurs positives, on a les inégalités 3 f(n) < f (n)
< f(n), ce qui est équivalent a f(n) < f(n) <2f(n).
Par ailleurs si f € .#, alors

_ 1 «
Fm = — 1] (1+ Y f(p’")),

T(n) peln m=1
A 1
f(n) = Som }F a+ 1)
~ 1
et f(n) = I a+rwvy).
200 pajly
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Lorsgue [ & 7 A,
fny=—— 11 (A +af(p)
( peln
o Fmy=Ffmy=—— T (+1).
20 ()P|"

tnfin sl f e &4, alors f(n) = ) ey, (1 + F(P)%).

1 découle done de ces observations que T préserve le caractere tota-
i@!uenl addditir ulms que T applique les ensembles o/ et .# respectivement
sy ¥ et sur Y4, En partlcuher Fof et F.#4 sont des ensembles
uvmismw par rapport & 'opérateur T en ce sens que pour chaque f € ¥ &,
1(]) g %/, et que pour chaque fe J.#, T(f) € Z.#. Par ailleurs,
l‘u*n‘* wteur T préserve les caractéres totalement additif, fortement additif

i Tortement multiplicatif des fonctlons arithmétiques qui ont ces propriétés
wvee i particularité que T=Tsur Fo ainsi que sur F.#.

Le prochain résultat précise que si f € .# alors f(8(n)) est le quotient
de deux lonctions chacune d’elles étant une moyenne sur les diviseurs libres
e currés,

Turorime 2.3, Soit fe # telle que f(n)+0,Vn 21 et posons
g= U0 alors

(2.1) fn) = F(3(n) &) .

Soiy les mémes hypothéses, on obtient ’équivalent de (2.1) pour f a
Jivolr

f(n) = f(n)gn) .

Démonstration. Soit f e .# telle que f(n) #0, Vn > 1, alors avec
la notition g = 1/f, on obtient

/(u) s w}w H (+f(p ))_m II (1+___1__)

20(n) 20 pln f(p)
L(Z—S—f”,-)-)- L W d)s(d) = FE)
dln

LExumpLi,  Si on pose f(n) = ¢(,,> alors g(n) = W) et f(n) = q’(")A( )
aull immédiatement de (2.1). Comme ici f(n) = @ € .#, on a également
Sy = f(m)g(n).
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REMARQUE. Vu que si f(n) = ¢_<nrg alors f(n) f(n) (n) et comme
I’opérateur T est bijectif, il existe une fonction 2 € .# telle que h(n)
=1/ ( )(n) On établit facilement (par la formule d’inversion sur les
diviseurs unitaires mentionnée ci-dessus) que A(n) = p|n(1 2/2p - 1)).
C’est donc dire que &2
diviseurs unitaires, pulsque, dans ce cas, @ f(n)h(n) De fagon
générale, grace a la bijectivité de 7, on peut exprimer toute fonction
f € # comme produit de deux moyennes sur les diviseurs unitaires, 1’une

d’elles étant f.

Désignons maintenant par o ’opérateur classique de composition des
applications. On peut facilement vérifier que (7o T) () = (T o T)(p).
Ce constat n’est pas exclusif & la fonction p, comme l’indique le résultat
suivant.

THEOREME 2.4.  Soit g e AU M, alors (ToT)() =(ToT)(g),

i.e. g=g. Enparticulier T et T commutent sur I’ensemble des combi-
naisons linéaires des fonctions ge o U M.

Démonstration. Nous allons maintenant établir la preuve dans le cas
ge #. Lecas ge & se traite de maniére analogue et utilise le fait que les
operateurs T et T sont linéaires. Soit donc ge #,alors T(g)=ge A et
T(g) =ge #, avec

1
T(2) (p*) = &(p°) = . Z_O g(p™)

- - 1
et T(g)(p® =g(p“)=5(1+g(p“))
d’olt

(T o T)(g)(n)

Il

- ~ 1 _
T[T(g)](n) = T(g)(n) = [] 5(l+g(pﬂ))

pelln

(2.2)

2-om ] (1+

pelin

X_:O g(p'"))

o +

=2_m(n) 11 (1+a+ i g(p"')).

T(n) peiin m=0
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[ auive part,

(e Ty (n)=T@® = H,, (—— Y g(p'"))

pell 1 m=o

()] =—1II (mZ 2—‘(1+g(p'")))

=0

—w(n) a
_2 I (1+a+ Y, g(p'"))-
T(n) pelln m=0
[ égulité entre (2.2) et (2.3) équivaut a g =g Et le théoréme est
démontré,

HXEMPLES
t(n?)

1y On a vu dans IYintroduction que si f(n) = 2°® alors f(n) = ,

t(n)

Aol

(p*) ¢ )
R = P+ —y.
J(n) = Zm(n) II ( T(p“)) pl—%n ( 2(a+ 1)

pelln
[V autre part,

) 3\ o :
Fny = (E) et f(n)=—

3 t(n?8(n))
(1 + ) = ——
T(n) pelln

2% T Zeam)
Or 'aprés le théoréme 2.4 on a I’égalité f (n) = f(n); donc en particulier
3 o
s oy (1e ).
291 (n) paiin 2(a + 1)
2y Comme
1 sin=m?

A(n) = Mn)T(n) ={

0 autrement,

il suit du théoréme 2.4 que

>
~
~
>
—~
~
—
—
—
=]
+
[,
e
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— A ~
3. VALEURS MOYENNES DE f, fET f

Soit f une fonction arithmétique. S’il existe une fonction continue
monotone g définie sur [1, + oof et telle que E f(n) ~ Z g(n), lorsque

n<x ngx

x — o, on dit que g est une valeur moyenne (ou un ordre moyen) de f.
On dit qu’une fonction mesurable R: [2, + o[ > R* est une fonction &
variation réguliére s’il existe un nombre réel p > 0 tel que pour chaque a > 0
. R(ax)
on a lim =
x>e R(x)
dérées ci-dessous, nous n’étudions que les fonctions continfiment dérivables
variation réguliére. Si p = 0, on dit que R est @ oscillation lente. Désignons
par & Densemble des fonctions continfiment dérivables a oscillation lente.
On peut montrer (voir le livre de Seneta [7], p. 2) que toute fonction a
variation réguliére R peut s’écrire sous la forme R(x) = x?L(x), ou p e R
et L e & Il est démontré dans Seneta ([7], p. 7) que L € & si et seu-
xL’(x)
L(x)
réguliére pour signifier fonction & variation réguliere. Si la fonction g ci-dessus
est réguliére, on dit que la fonction arithmétique f posséde une valeur
moyenne réguliére.

a?. Compte tenu de la nature des applications consi-

lement si = o(1) lorsque x — oo. Nous utiliserons ’expression fonction

Voyons maintenant dans quel sens on pourra dire que la valeur moyenne
réguliére de f est unique. D’abord signalons que si f posséde deux valeurs
moyennes monotones réguliéres R et S alors R et S sont asymptotiquement
équivalentes. En effet, soit R(x) = x°1L;(x) et S(x) = x°2Ly(x) (o L,
et L, sont deux fonctions & oscillation lente) telles que, lorsque x — oo,

x 'Y fm)y~x"'' Y R(n) et x 1 Y f(m)y~x-' Y S(n).

nEXx ngx n<x n<x
On ne restreint pas la généralité en supposant p;,p>> — 1. On

a alors Y nfiL(n) ~ Y nP2L,(n), et il s’ensuit que s thi Ly (2)dt

n<x ngx 1

X
~ s t°2L,(¢t)dt. En utilisant un résultat classique dfi 2 Karamata (voir
1

Bingham, Goldie and Teugels [2], p. 26), on en déduit que

xPi+1 P2+l p1+1 Li(x)

prt+1 Lo(x)

L,(x) et ainsi que xP1-Pz ~
P+ 1 pr+ 1

S B RS R
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p; + 1 E_l_(if_)_ _
pr + 1 La(x) ‘
de coiglute que p= P2t o(l) c’est-a-dire p; = P2, €€ qui implique
Fiv) = 8(x) lorsque x = oo.

Compte tenu de ces observations, on peut considérer que la valeur moy'enne
répuiliere, lorsqu'elle existe, d’une fonction arithmétique f est unique.
{hins un tel cas, ¢'est done sans ambiguité qu’on désignera sa valeur moyenne

péualisre par VM(/).

x°M, ce qui permet

Muls puisque Ly et Ly € &, il vient

Trorimn 3,1, Soit fe F o Alors:
i)l fonetion f posséde une valeur moyenne si et seulement si la
fonetion [ en posséde une;
iii) g fonction f posséde une valeur moyenne si et seulement si la
éiémt*ilmz [ en posséde une.
P9 plus, sl 'une ou Pautre de ces valeurs moyennes existe et est réguliere, on a

(10 VM(f) = 2VM(f) = 2VM(f) .

Démonstration.  Les parties (i) et (id) ainsi que les égalités (3.1) découlent
: jes (1) : &
iimmédintement du fait que f=f = % f pour toute fonction f € 7 L.

Turorime 3.2, Soit f e F o telle que f(p) = R(p) pour chaque
nioinhre premier p, ou R est une fonction continiment dérivable a
viirlatlon réguliere non décroissante qui posséde la représentation R(x)
w ¥ L(x), avec p20 e Le <. Alors la valeur moyenne _regulzere
ile la Jonction f existe si et seulement si celle de la fonction f existe,
gitgpieel cas
(3.2) VM(f) =2VM(f).

Avisit d’entreprendre la démonstration du théoréme 3.2, nous établissons

J*abord un lemme d’intérét général qui s’avére crucial pour la démonstration
de ce théoréme.

{,omMmE 3.3, Soit @:[1, + o[> R* une fonction continue non

décroissante telle que limy o @(x) = + . Alors

S W 4 — o) -
t2

1
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Démonstration. Soit ¢ une fonction satisfaisant les hypothéses du
lemme. Pour tout x assez grand, on pose

yx):=inf{y:0(») = Vo(x)}.

Il est clair que lim,_ , y(x) = + .
Puisque ¢ est non décroissante on a

x y(x) x y(x) x
fﬂ?dtzj wdt+j Kzt)dts(p(y(x))j d—2t+(p(x)j‘ ﬂ
Lt . 12 vy 1t t 2

1 y(x)

=muu»p—;i)+wn(i;—1)

(x) yx) x

1 1

< Vo(x) (1—*) + 0(x )( ——)
y(x y(x)

X
o(x) + % =o(p(x)),

car lim,, . y(x) = + o0, ce qui compléte la preuve du lemme 3.3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2. D’abord, puisque f € Z., il est
facile d’établir que
X X
(3-3) Zﬂm=2f@f1=ZRw44-
n<x P<x p P<x P

Par ailleurs, toujours parce que f € .%.«, on a

ﬂm-E———ﬂm—E-t—mm

peiln 1 pelin 1

ce qui permet d’écrire

_ -1
L/iwm=3 £ “rp-31 1 ( -2 rew)
ngx n<x p“][nl n<x p%ln 1+a a

azl

= — R + -
2 ngx p;n (p) ngx p%; ( + 1) (p)
et donc d’obtenir
7/
(3.4) EfW——ZRw[] wﬁiy
ngx p<x p‘l<x a(l+0t) pa

co e
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“analdérons d’abord le cas on la fonction R(x) = xPL(x) est telle
gue p = 0. On a alors

M+O(Z L(p))-

psx

o Xre 3] - 2 e 5] -

o <x
B8 s

©Or, en utilisant le théoréme des nombres premiers sous la forme

* L(t

2 J2 t

PR T g 76 'ﬂL@m@—qum
(1.6 P -1;;—)—( + O (logz_x + (1 + 0(1)) ), log ¢ 12 L(1)
L
_L® L, L“W.+u+oa» ()0 n()dr ,
log x log2x J. tlogt
ol (1) 1= Lo — 0 lorsque ¢ — oo, puisque L € Z. Or, étant donné une
L(2)

fonction M € &, il a été démontré par De Koninck et Mercier ([3], lemme 3)

que u
{
Mx)=o0 (s ——Qdf)
, ¢

. Lx) :
En utilisant ce résultat avec M(x) = ng_x, (3.6) devient

L(p Ly )
(3.7 ) 7 =1 +o) s logt

PEX

Puisque le terme d’erreur O( y L(p)) qui apparait dans (3.5) est

p<x

4] (x§ L dt), la relation (3.3) devient

,tlogt
(3.8) Y f(n)=(1+o0M)xN(x),
* L)
) 1= dt.
ot N(x): sztlogt t

Par ailleurs il est clair que
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1
(3.9) - * L(p)
p‘ézx U«((I-i-l)L(p) [p“] <X g pe <X
o= az2

Enfin, puisque L est non décroissante, on a

YLt x
N(X)=5 ——(—)—dtzL(Z) dt
) tlogt , tlogt

= L(2)loglogx + O(1) > + o lorsque x = o .
‘ En com,bin?mt alors (3.3), (3.4), (3.5), (3.8) et (3.9), on obtient le résultat
incluant 1’égalité (3.2), dans le cas o0 R =L € &. ,

Il reste a considérer le cas ou R(x)
= xPL(x), avec p > 0. Co
x—1<[x]<x,ona P e

dt

1
) R(p)(g—l) <! Y Ry |2

pPEX X p<x D

R
<X ﬁ=:w(x)
D

PEX

et donc

1
v - - ¥ R <> T R [—"-] <V .
D

X p<x X p<x
Or en utilisant les représentations

R(p) *R(1) *
P OB PRICE L R(t)dn (1)
et en utilisant le théoréme des nombres premiers, tout comme on ’a fait
dans le cas R(p) = L(p) ci-dessus, on établit que, lorsque x — oo,

xP L(x) 1

v ~—27 et 2 ¥ R(p) ~
> Togx xZ (»)

x? L(x)
p+1logx ’

de sorte que les trois quantités :
v(x), § R -5
sont du méme ordre d i Z':p<X o o e
, re. e grandeur. Ainsi, compte tenu des relations (3.3)
et (3.4), la démonstration sera terminée si I’on peut démontrer que le deuxiéme
t’erme a' dr(‘)lt,e de_ (3.4) est o(xy(x)). Le résultat sera donc démontré si
Pon arrive a établir 'implication générale suivante:

T(n) 20, ¢(x)= +o, Sx):= Y T(n)~ox)

(310) T n<x
-2 T oewy.

n<x n
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~ Or cette derniére somme peut s’écrire comme suit:

Sn)—S(n-1 _ 1 1 S(xD
) _Es(n)(n n+1)+[x]+1

)

ﬂ}# 3 ‘ fl n<x n ngx

(310 o)
t2

S(n)

= di + o(0(x)) .
n<x n(n + 1

+ o(p(x)) ~ S

1

Ainsi compte tenu de (3.11), I’implication (3.10) est une conséquence
immédiate du lemme 3.3. Ceci termine la démonstration du théoréme 3.2

R. L. Duncan a montré (voir [4]) qu’en moyenne, la moyenne de o sur les
diviseurs de n est égale & %log log n. Plus précisément Duncan a démontré
gu'il existe une constante ¢ telle que

x Yy (——l—— y w(d)) =x-!' Y} o@®= %1oglogx+c+0(—l—) .

nex T(n) din ngx log x

A cette fin, Duncan a utilisé la relation asymptotique bien connue

(3.12)
x
Y om)= % Yi= Y% —] = xloglogx + Cx + O(x/logX) ,
nex ngx pln p<x LP
ot C:=y+ %, (log(l —p‘1)+}a) et v est la constante d’Euler. Bien
plus encore, Duncan a établi 1’égalité des ordres normal et moyen de ®(n).
Etant _dqnné fek, il est naturel d’examiner le comportement de la
suite f, f, f»... Ainsi, pour un entier non négatif m fixé, on considére
itération T, définie par

Tl f) = TTmr () = oo = Tni(Ti() = T (f)
on T, =T, To(f) =/, etol
_ 1 _
(Tn(f) () = — L (Tua(FN@n=1.
T(n) din

Pour simplifier la notation, on désigne par f . ’image de f par T, i.e.
—_ —_ A -
T (f) = fm. Nous définissons de méme les itérations f, et f et obtenons
— A ~
alors par induction sur m, compte tenu des propriétés de T, T et T, Pénoncé
suivant.

THEOREME 3.4. Soit m.un entier non négatif et f une fonction
arithmétique. Alors T, T,. et T, préservent Padditivité et la multi-
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Dlicativité, En barticulier si  f ¢ o alors fm (n) = f(n)/2m o f,,, (n)
= f(8(n))/2’".A Lorsque  fe &, f,,(n) = Fu(n) = f(n)y/2m. Enfin
st fe T, fuin) = Sm(n) = f(n)/2m = F(8(n))/2m,

Afin de généraliser le résultat de Duncan, nous aurons besoin du lemme
suivant qui est facile a démontrer.

semble Z des nombres premiers et qu’elle satisfait @ f(p’) - S(pr—YH
=0() un_iformémentA pour p Dpremier et r>2. Ajors les expressions
Fn (D7) = DY), fr(p) — Sn(07"Y) et fo(pr) - Sm(D=1)  sont
également bornées uniformément pour p premier et r > 2. De plus les

- A

Jonctions SmsSm et Sm Sont constantes sur 2,
A chaque fonction &g constante sur £, on associe les constantes Suivantes

€:=8@2) et Dyi=c,C+ Y Zw

rz2 p b’

ou C est la constante de la relation (3.12).

’

THEOREME 3.6. Soif S une fonction additive satisfaisant les hypo-
théses du lemme 3.5, Alors

x U Y fa(n) = Ecﬁloglong— Dy, + O(1/log x),

ngx

x-t ¥ fm(n)=2%x—‘ >

ngx ngx

o (n) = ;—iloglogx + 2%0 + O(1/logx),

~ D
x U Y fu(n) = z10gl°gx+ ng + O(1/log x).

n<x 2m

Démonstration. Si g € o et est constante sur 2, on a

x 'Y gn)=x-1 ¥ Y g()=x1Y Y (e(pn) - g(pr-1y)

ngx n<x prln n<x prin
rz1
X X
=x"l¢, ¥ ~] txh Y (8(p7) - g(pr-1y) [—]
p<x P Pr<x b’
rz2

Alors la relation (3.12) et le lemme 3.5 bermettent d’obtenir les égalités du
—_ A ~
théoréme si on prend soin de remplacer successivement g par fn, fumet fo.
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EXEMPLE. Si f(n) =logt(n) et m = 1, alors

lo log 2

_ g2
x~1 Y f(n) = 5 loglogx + TC

ngx
+ X
rz

};;k,g(

r(r+ Dpr

(r+1r

) + 0@1/logx) .

2

— A -~
4. MESURE DE L’ECART ENTRE f ET LES MOYENNES fs fET f

Nous allons étu,\dier 1~e moment d’ordre d_eux (sAelon le sens des deflnl’ilons
des moyennes f, f et f) de Iécart entre f(n), f(n) et f(n) et les valeurs
de f sur les diviseurs de n. ' . '

Etant donné une fonction arithmétique f, on lui associe les trois

. opérateurs

§ ‘ Af(n):= —— Y (@ - f(n)?,

. (1) din

§ Af(n):= 1() Y w3 (d) (f(d) - f(m)2,
§ 20(n din

. B -

| A== T ()~ fn).
s d|n

d,n/d) =1

Ainsi on remarque que

Afn) = —— Y AS@D? + f(n)2 =27 (n)f(d)}
T(n) dla
1 . F(n)
= — d)? VP =2== ¥ f(d)
T(fl) d;n f( ) +f(n T ) dln
- L Y f(@)?2- f(n)?
(1) dln
et donc que
~ 1 _ - S
= — d)?* — f(n)? = f2(n) - f(n)?,
(.1) Afm) = - " >|: f(d)
@2 A = = ¥ W@ f@ - Fony = i - f,
w(n din
@) A =—— Y S - Fm = fon) - Fmye.
’ Qw(n) dln

(d,n/d) =1
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donnent lieu a trois familles 4, B et E de sous-ensembles de D, pour
lesquels les fonctions T4, T et 15 sont multiplicatives et jamais nulles.

Etant donné une fonction arithmétique S et une famille 4, on pose
maintenant

Sa(n) = Y fd@),
Ta(n) din
de A,
ce qui revient & écrire
Sl
(.1) far="2
1 * 4 1

Aux cas particuliers *4 = *, %4 = %, (OU # est la restriction de * aux
diviseurs libres de carrés) et #, = *,, correspondent bien sir les fonctions f )
fet f

On a mentionné a la section 2 qu’en général f (n) # f(n). Il en est
de méme pour sa généralisation f; en ce sens que PPon peut facilement

démontrer que

fa(n) = f(n) pour tout n>1¢ f=c pour une certaine constante c;

auquel cas, si f est multiplicative on a ¢ = 1, alors que si f est additive,
onac=0.
Le prochain résultat généralise le théoréme 2.2.

THEOREME 5.1. Soit feF et A une famille d’ensembles A, C D,

et supposons que 14 € A. Alors la fonction f, est multiplicative si
fe # etelle est additive si f e o.

REMARQUES. 1l est également possible de considérer les familles d’en-
sembles A, pour lesquelles 4 (7) peut étre nulle pour certains entiers n; pour
ce faire, il suffit de remplacer (5.1) par

S*al .
(5.2) fa(n) = { Tu,41 (n) si (1#41)(n) 0,
0 autrement .

Dans ce cas, seule la premiére partie du théoréme 5.1 reste valide i.e. si
Jf € # alors la fonction f, définie par I’égalité (5.2) est multiplicative. En
effet, soit (m, n) = 1 et supposons que f € .#. Si Ta(n) #0et 1,(m)£0
alors fa(mn) = f4(m) fa(n); si par contre T4(n) ou 1,4 (m) est nulle alors,
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puisque T4 € #, T4(mn) =0, i.e. falmn) =0 = f,(m)fs(n) car au
moins une des quantités f,(m) et f4(n) est nulle. Donc si fe # alors
fA € 4.

Pour montrer que la fonction f, de la relation (5.2) ne préserve pas
Padditivité sur certains ensembles de diviseurs, il suffit de considérer
A,=1{d:d|n,(d,2) =1 et (n/d,2) =1} et fe o avec f(n)> 0 pour
chaque # > 1. On a alors 1,(3) = 2, 14 4) =0 et 14(12) = 0. 1 est clair
que  fa(12) = f4(4) =0 alors que f4(3) = %f(3) >0. Ainsi f4(12)
# fa@) + f403).

La définition de la fonction f, & partir de la restriction du produit
de Dirichlet a certains diviseurs est basée sur la notion de A-convolution
introduite par Narkiewicz [6] (voir également Subbarao [8] et le chapitre 4
du livre de McCarthy [5]). Soit % et g € F alors pour une famille 4 de
sous-ensembles A4, de D,, on définit la A-convolution de % et g par

(hxag)(n) := ) h(d)g(n/d),
dln
delA,,
qui de facon générale n’est pas commutative, C’est-a-dire qu’il arrive qu’on
ait, pour une certaine famille d’ensembles A, CD,,
; hid)g(n/d) + ZI: h(n/d)g(d) .
din d|n

deA, ded,

EXEMPLES. On a ainsi les cas particuliers suivants:

a)&m*A:*mm&&m)=fm)=—L5Z_ﬂ@.

t(n) di»
(i) Soit *4 = *, alors f,(n) = f(n) = ﬁ EI: n2(d) f(d).
dln
1

GiD) Soit x4 = =, alors fa(n) = f(m) = ——

Y f@.
(d, nd/ld,; =1

(iv) Soit (a, b)* le plus grand commun diviseur unitaire de a et b et

o
()= Y 1=t [] , alors
dln peiln L+ a
d,n/d)* =1 o pair
Ja(n) = Y f@.
Ta(n)  dn
(d,n/d)* =1
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(v) On pose o, (n):= Y 1. Soit 14(n) = y 1 = 29«0 alors
pln dlns(d, k) =1
(2. k) =1 (d,n/d) =1
n) = f).
Jan) 2060 ylp @ k=1
(d,n/dy=1
(vi) Soit y un nombre réel fixe (y 2 2) et 14(n) = Y u2(d), alors
din
P(d)}sy
1
Ja(n) = Y. wuX(d)f(d). Soit fe o alors fa(n) = — ; f(p).
Fall P(Z)liy ;sy

En particulier, si P(n) < y alors fu4(n) = f(n) et f4(n) = 0si p(n) >y,
oul p(n) désigne le plus petit facteur premier de n, avec la convention

p)=1.
(vii) Soit 14(n) = ] (o + 1) avec 14(2) = 14(1) = 1, alors
2y
faln) = Y. f(d). En particulier, si n est impair alors
i

faln) = f(n). Soit f e «, alors f4(n) =0sin=2"et

fa(n) = a%n —— m2—1 f(p™) si n n’est pas une puissance de 2.
p*2
(viii) Soit 1,4(n) = y 1 = 2#{p:pe|lnavec a=0mod O} a]org
(dk,g/kdilf)=l
Fatny = — Y f@.
Ta(n)  akin

(@*,n/(dk) = 1

(ix) Soit y > 2 fixeet 1,(n) = Y. 1, alors f4(n) = Y f@.
d|n Ta(n) din
P() <y P() <

Soit f € o, alors f(n) = fa(n) + Y. E f(p™). En parti-

pelln @+ 1 m=1
>y

culier f4(n) = f(n) si P(n) Ky et fa(n) =0si p(n) > y.
(x) La relation (5.2) est valable avec

M. (a;i+1) sin=pPps--pi1l;,,q%, (0, kD =1et gk (k. D,
0 autrement.

Ta(n)= {
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On peut méme démontrer un résultat d’un caractére un peu plus général
que le théoréme 5.1 en considérant une fonction arithmétique multipli-
cative g qui n’a aucun lien avec un ensemble de diviseurs. C’est ainsi qu’on
a le résultat suivant, dont le théoréme 2.2 devient un cas particulier.

THEOREME 5.2. Soit A une famille d’ensembles A, C D, telle que
la convolution =+, est commutative. Supposons de plus que 4, #. On
considére U et g deux fonctions arithmétiques multiplicatives telles que
(U=*,8)(n) 0 pour chague entier n > 1. Enfin, soit feF, alors

Uf*ag
Ja=FagU):= Urrg

additive si  f est additive.

est multiplicative si f est multiplicative, et

Démonstration. On sait que le produit de Dirichlet de deux fonctions
multiplicatives est multiplicatif (voir Apostol [1], p. 35). Cette propriété est
également vraje pour le produit #, tel que défini ici. En effet, il est facile de
démontrer que si f et g sont multiplicatives, alors f#*,g est aussi multi-
plicative. Ainsi la premiére affirmation du théoréme est vraie.

Pour démontrer le cas additif, on procéde comme suit. Soit f € <,
alors pour (m, n) = 1,

(Uf*48) (m) (U=, g)(n) N (Uf *48) (n) (U=, g) (m)
(U#48) (mn) (U*4g) (mn)
_ (Uf*48) (m) + (Uf *48)(n)
(U=,48)(m) U=48)(n)
d’ott Iadditivité de f.
REMARQUES

Falmn) =

= falm) + Fa(n),

1) Pour déduire le théoréme 2.2 du théoréme 5.2, il suffit de poser
¥y =%, g=1 et de substltuer pour U les fonctions 1 et uz, et cela afin
d’obtenir successivement fA = f et fA = f Pour obtenir fA = f, en plus
de poser g = U = 1, il faut considérer la convolution unitaire #,.

2) Nous avons vu que f ne satisfait pas la réciproque du théoréme 2.2.
De méme la réciproque du théoréme 5.2 n’est pas vrale 11 suffit de choisir
x4 =%, U(n) = n2?(n) et g(n) = 1(n) pour obtenir fA = f.

COROLLAIRE 5.3. Efant donné f ¥, il existe une fonction h = h(f)
telle que f est lice a la fonction ¢ d’Euler par la relation

1
(5.3) fmy==Y h(d)o(d) .
n dln
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En particulier f € o (respectivement fe . #) si et seulement si
h e o (respectivement he ).

Démonstration. On pose *4 =*, U(n) =n et g(n) = u(n) dans le
théoréme 5.2 et on obtient ainsi la fonction

v 1
(5.4 f(my=——Y df(dp(n/d).
o(n) da

La fonction % cherchée est alors A = fv, car (5.4) implique A(n)o(n)

= Y df(d)n(n/d), de sorte que, par Pinversion de Moebius, on en
dln ,

déduit (5.3).

Avant d’énoncer le prochain corollaire, nous allons introduire la notion
de nombre k-parfait. Soit k un entier (k > 2). On dit d’un entier n qu’il est
k-parfait s’il existe m tel que n = m*; en d’autres mots si les exposants des
facteurs premiers (distincts) de n, dans sa décomposition canonique, sont
des multiples de k, i.e.

n=ptpy---pr avec a;=0 (mod k) pour i=1,2,-"",r.

COROLLAIRE 5.4. Etant donné un nombre réel r, il existe
une fonction arithmétique g, € F.#  définie en (5.5) telle que

Y d-'o(d)g.(d), pour tout nombre naturel n. En particulier un
dln
entier positif n est k-parfait si et seulement si il existe m tel que

n=Y d“-'¢(d)g.(d). Pour des valeurs entieres de k, la fonction
dim

nk-1¢(n)ge(n) est tout simplement la fonction indicatrice Je(n) de
1
Jordan définie par J.(n):= n* H (1 - ——k) , Soit une généralisation de
pln p
la fonction ¢ d’Euler.

Démonstration. Soit r un nombre réel. On pose f(n) = n’~! dans le co-

rollaire 5.3. On a ainsi n” = Y, h(d)(d) avec k(n) = i Y. dru(n/d).
dln cb(n) din

En posant

5  gm:= ] (1 +1___p_1__,) avec go(n) = E(n) ,
pln p-1

il vient
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1 1— pt-r
h(n) = Y dru(n/dy= I p@-be (1+—-—1) =nrlg.(n).

(n) din peiln p-
Ceci permet de déduire I'identité n” = Y, d"~1¢(d) g, (d).

dln

EXEMPLES. De ce dernier corollaire, on obtient facilement les identités
suivantes:

=

o(d
o) 11 (4 p-y-,
1l

Z
10" = E] dr-1¢(d) g (d),

_ ¢ (=1D)e@s(d)
—d;n p o(d) ,

d
=3 YDy oy,

dl2 d3? pia

nr=Y o) ¥ cp*(d/c).
dln cld
Comme on !’a mentionné dans la seconde remarque qui suit le théo-
réme 5.2, la réciprogue de ce théoréme n’est pas toujours vraie. C’est dans
ce contexte qu’il est intéressant de mentionner qu’on a quand méme le résultat
suivant.

THEOREME 5.5. Soit *, une A-convolution commutative telle que
ty€ .# et neA, pourchaque nxz1. Soit Ue .# et ge A flels
que Um) =0 et (Uxqag)(n) «0 pour chaque entier n >z 1. Pour
Uf*s8
v U#,g
et multiplicative si f, est multiplicative.

v v
feF onpose fq= . Alors f est additive si f4 est additive,

Démonstration. Soit feF tel que JXA e On a U()=gl)
=U*g)() =1 dot (Uf*ag) 1) =/(Q) ie [f()= f. I faut
maintenant montrer que pour tout couple (m, n) d’entiers positifs relativement
premiers, on a f(mn) = f(m) + f(n). Supposons qu’il existe de tels couples
pour lesquels la relation d’additivité pour f ne tient pas. Soit m, le plus petit
élément de N pour lequel il existe au moins un entier positif n (premier
avec myg) tel que f(mon) = f(my) + f(n). Dautre part soit n, le plus petit
parmi tous ces entiers n. Il est alors clair que:
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1 < mg < ng avec (mo, ng) = 1, f(mono) # f(mo) + f(no)

fUn) = f(I) + f(n) pour tout n et I 1 </<my), (,,n) =1

f(mor) = f(mg) + f(r) pour tout r, 1 <r < nget (me,r)=1.

D’autre part, puisque tout diviseur de mn, est le produit de deux entiers
relativement premiers, 1’un divisant m, et Pautre divisant no, et qu’en plus
fa€ o (avec (Ux,g)(n) %= 0,¥n > 1), il suit que
(Uf *4 g) (mono) = (Uf #4 8) (mo) (U *4 8) (110)
+ (Uf #4 8) (10) (U *4 8) (o)

soit I’égalité

ol
) U(d,dy) f(dids) g ( °)
dy|ng,dy€Ang did,
dyimg,dy e Amg

= X U(dl)U(dz)(f(d1)+f(d2))g(

dy|ng, d, € Ang
dylmy, dye Amg

dldz)

qui peut également s’écrire

)) U(d\d;) (f(dida) — f(d)) — f(d2)g (mono) -0,
dylng,dyedng A
dy|mgy,dy € Amg

Mais tous les termes de cette somme sont nuls sauf lorsque d; = ng et
d,=my. 11 suit que U(mono) (f(mono) — f(no) — f(me)) =0, i.e.
fmono) = f(mo) + f(no), ce qui contredit le choix minimal de m,. D’ou
’additivité de f. La démonstration du cas ou fe .# se fait de maniére
analogue.

REMARQUE. Pour déduire la réciproque du théoréme 2.2 dans le cas
de f et celui de f, en utilisant le théoréme 5.5, il faut poser U = 8= 1~
on obtient alors successivement fA = f en substituant * a *, et fA = f,
en substituant #, & * 4.
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