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Abstract. On the Largest Prime Factor of an Integer. Let f)(n) = ~.~, ct  and, for each integer 
n such that f)(n)/> k, denote by Pk(n) its k th largest prime factor. Furt'her, given a set of primes 
Q of positive density ~ < 1 satisfying a certain regularity condition, define P(n, Q) as the largest 
prime divisor of n belonging to Q, assuming that P(n, Q) = + oo if no such prime factor exists. 
We provide estimates of ~2~.<n<x,n(n)>~k 1/Pk(n), for k >~ 2, and of y,,<~ UP(n, Q). We also study 
the median value of the function P(n, Q) and that of the function P~(n) for each k ~> 1. 

I. Introduction 

Etant donn~ un entier n > 1, on notera p(n) le plus petit facteur 
premier de ne t  P(n)( = Pl(n)) le plus grand facteur premier de n. De 
mani&e plus g6n6rale, pour chaque entier k >/1 et pour chaque entier 
positif n tel que f~(n)>~ k (ici f~(n)= ~p,  ll,cr on notera P~(n) le k i~me 
plus grand facteur premier de n. Ainsi, pour un entier n > 1 tel que 
f~(n) = l, on aura 

p(n) = P~(n) <~ P~_ l(n) ~ ... ~ P2(n) ~< Pl(n) = P(n). 

Par convention, on 6crira P(1) = 1. 
La fonction P(n) a fait l'objet de nombreux articles. Elle a surtout 

6t6 6tudi6e fi travers la fonction 

~1 (x, y) = ~(x, y) ~ # {n ~< x:P(n) <~ y }. 

Le meilleur estim6 concernant le comportement asymptotique de 
0(x, y) est celui obtenu par HILDEBRAND ( [ 1 0 ] )  e n  1986, fi l'effet que 

O(x,y) = xp(u)(  1 + O (  l~ + \ ~oogy 1 ) ) ) ,  (t.1) 
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p(u) 6tant la 
differences 

06 u = log x/log y, uniform6ment pour chaque e > 0 clans le dom/fine 

exp ((loglog x) 5/3+~} ~< y ~< x, 

solution continue de l'6quation diff6rentielle aux 

u p ' ( u )  = - e ( u  - 1) 

avec la  condition initiale p(u)= 1 pour 0 ~< u ~ 1. Pour une etude 
dr de la fonction ~(x, y), on peut consulter le tout recent livre 
de TENENBAUM ([15]). 

La fonction P2 (n), bien que moins "populaire" que la fonction P(n), 
a aussi ~t6 etudi~e (voir le livre de RIESEL [14]). Elle occupe une place 
importante dans plusieurs probl~mes de th6orie des nombres, en 
particulier dans le probleme de la factorisation des grands nombres 
(voir HAFNER et MCCURLEY [9] et KNUTH et PARDO [12]). 

L'6tude de la fonction P(n), principalement ~ travers celle de la 
fonction ~b(x, y), est relativement complexe. Ceci provient en partie du 
fait que la fonction P(n) est tr6s erratique. Le comportement moyen 
de la fonction Pk(n) a ~t6 ~tudi6 par ALLADI et ERD()S ([1]). Ils ont 
obtenu 

x l + l / k  ( +t/klOglogX~- logk+--------TX ] , xf = + O x 1 > 0) 

pour k i> 1 fix6. La formule a 6t6 am61ior6e pour k = 1 par DE 
KONINCK et IVlC ( [2] ) (on a A 1 = n~/i 2) et pour k >~ 2 par IvIC ( [ 11] ). 
Alors que le comportement moyen de la fonction P(n) est assez facile 
/L obtenir, celui de la fonction liP(n) est tr6s difficile ~ saisir; en 1986, 
ERD/~S, IvIC et POMERANCE ([5]) ont tout de m~me d6montr6 que 

1 x 
E -  (1 + o ( 1 ) ) ( 1 . 2 )  P(n) IJx)' 

o/l 

l= ~Xp(l~ (1.3) 
L(x)- ,]2 \ log t / 

En utilisant l'estim6 

p(u) = exp ( - u(log u + log log u - 1 + o(1)) }, (1.4) 
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on peut d6montrer  que L(x) est une fonction dite "~ oscillation lente" 
(i.e. telle que limx-~oo (L(cx)/L(x))= 1 pour chaque constante c > 0) 
et de plus que 

L(x) = exp {(1 + o(1) )x /Z logx log logx  }. (1.5) 

De son c6t6, l 'analyse du comportement  de Pz(n) repose le plus 
souvent sur l'6tude de la fonction 

O2(x, y) ~ #{n ~< x:P2(n) <~ y} 

(voir [14]). 
Le meilleur estim6 concernant  le d~veloppement asymptotique de 

~O2(x, y) est certes celui dfi/t [9]: 

~t2(X,y)=Xfi2(U)(1 + 0 ( 1 0 - ~ ) ) ,  (1.6) 

valable uniform6ment pour 2<~y<~x, off fiz(U) est la solution 
continue de l '6quation diff6rentielle aux diff6rences 

up'z(u ) + p2(u - 1) = p(u -- 1) 

avec la condition initiale fi2(U) = 1 pour 0 ~< u ~< 1. Alors que, comme 
en t6moigne la relation (1.4), la fonction p(u) d6croit tr6s rapidement 
vers 0 lorsque u-~ 0% la fonction /92(1./) tend vers 0 beaucoup plus 
lentement puisqu'elle satisfait fi 

(voir [12]). D'une mani6re g6n6rale, on peut d6montrer 

I]/k(X, y ) ~ # { n < ~ X : P k ( n ) < . y  } =Xpk(U)(1 + O ( l ~ g y ) )  , (1.8) 

uniform6ment pour 2 <<. y <~ x, off fiR(U) est la solution continue de 
l '6quation diff6rentielle aux diff6rences 

UPk(U) + pk(U -- 1) = PR- I(U -- 1), (1.9) 

avec la condition initiale pR(U) = 1 pour 0 ~< u ~< 1. 
Nous  nous int~ressons d 'abord ici au comportement  asymptoti- 
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que de 

Sk(x) 1 (k >>. 2). 
2k <.. <. x Pk(n) 
~(n) >i k 

En 1982, ERD6S et IvI6 ([-4]) ont 6tudi6 des sommes analogues aux 
Sk(X); de leurs r6sultats, on peut d6duire l'existence d'une constante 
22 telle que 

(loglogx) 

et 6galement, pour chaque entier k ~> 3, l'existence de constantes 2k 
pour lesquels 

Sk(X) = (1 + O(1))2k 10@X (log log X) k - 2; 

les preuves utilisent des r~sultats assez compliqu6s. Nous obtenons ici 
des d6veloppements asymptotiques plus pr6cis pour Sk(X) (k >~ 2), avec 
des constantes 2k explicites. Notre approche a l'avantage d'atre 
relativement simple et de ne faire appel qu 'au th6or6me des nombres 
premiers. 

En second lieu, 6tant donn6 un ensemble Q de nombres premiers 
de densit6 positive 6 < 1 satisfaisant la condition de r6gularit6 

TC(x,Q) d~ r ~ l =6Li.(x)+ O( ,_~_ ~, (1.10) 
p <~ x ,p~Q \ l o g -  x /  

off Li(x) = ~ (dt/log t) et B > 2 est une constante, nous analysons le 
comportement de la somme ~,~<x 1/P(n, Q), off pour chaque n ~> 2, 
P(n,Q) = + ~ si aucun des facteurs premiers de n n'est dans Q et 
autrement P(n,Q)= max{p:p[n A p~Q} (par convention, on 6crira 
P(1, Q) = 1). 

En troisi6me lieu, nous consid6rons une g6n&alisation de nos 
estim6s de ~ 1/Pk(n ) et de ~ 1/P(n, Q). 

Enfin, nous 6tudions la valeur m6diane de la fonction P(n, Q) ainsi 
que celle de la fonction Pk(n), pour chaque entier k t> 1, laquelle notion 
a d6jfi ~t6 consid6r6e par WUNDERLICH et SELFRIDGE ([-16]) dans le 
cas de P(n). 
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2. Les  pr inc ipaux  r6sultats  

Th6or6me 1. Etant donn# un entier A >~ 1, il existe des constantes 
2(~) ~(2) )(a) telles que 2 ~'~2 ~ ' ' "  ~ ~2 

E P2(n ) - ,~(1) + ) ( 2 ,  _{_ . . .  _]._ - - - ~  0 
4 - < . ~  log x log 2 x log A x logS+ 1 x 
~(n) >~ 2 

(2.1) 

1 1  ( ~) -1  
= 1.254 . . . .  

Th6or6me 2. Etant donn# un entier k >~ 2, on a 

1 

Pk(n) 2k<~n<~x 
~(n) >.>- k 

o( 1 )) _ A. k x(log log x) k- 2 ( 1 + 
1ogx \ 1oglogx 

1 
Ot~ 2 k -- 2 2. 

(k - 2)! 

(2.2) 

Th6or6me 3. Soit Q un ensemble de nombres premiers de densit# 
0 < 5 < 1 et satisfaisant la condition (1 . I0)  et soit qo le plus petit 
#l#ment de Q, alors il existe une constante positive q(Q) telle que 

1 
2 P(n, Q) loglogx r/(Q)(log x) a" qo<.n<~x 

Remarques. La nature assez compliqu6e de la fonction L(x) 
d6finie en (1.3) est en partie reli6e/t la nature m~me de la fonction de 
Dickman p(u), dont le comportement asymptotique n'est pas facile 
cerner. En fait, cela s'explique en partie par le fait que P(n) est tr6s 
erratique lorsque n parcourt l'ensemble des nombres naturels. 

Les fonctions Pk(n) (k >>. 2) sont un peu moins erratiques que la 
fonction P(n); cela a pour cons6quence que les sommes de leurs 
r6ciproques se comportent de mani+re plus r~guli6re. 

On notera par ailleurs que, dans le calcul des sommes ~ 1/Pk(n), 
chaque entier positif n pour lequel ~q(n)>1 k et ayant de "petits" 
facteurs premiers contribue au terme principal du d6veloppement 
asymptotique donn6 par (2.2), alors que cela n'est pas du tout le cas 
pour le calcul de ~ UP(n) obtenu en (1.2). 
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I1 est int6ressant d'observer, en comparan t  les relations (1.2) et 
(1.5) avec (2.3), que )-" 1/P(n,  Q) a un compor temen t  compl6tement  
diff6rent selon que Q est l 'ensemble de tous les nombres  premiers 
(donc avec densit6 6 =  1) ou que Q a une densit6 6 < 1. Ainsi 
l'irr6gularit6 de ~ ,  ~<x 1/P(n)  est consid6rablement diminu6e lorsque, 
dans le calcul du plus grand facteur premier, on ignore une propor t ion  
finie des nombres  premiers. 

Enfin, il est int6ressant de noter  que les estim6s (2.2) et (2.3) sont 
en accord avec un ph6nom+ne tout  ii fait at tendu,  soit celui selon 
lequel, quelque soit k fixe, la quanti t6 P(n, Q) est la plupart  du temps 
petite que Pk(n). 

3. Les r6sultats pr6alabes aux 
d6monstrations des th6or~mes 1 et 2 

Les deux premiers th~or~mes reposent  sur quelques r6sultais 
pr61iminaires que l 'on 6num6re sous forme de lemmes. 

Lemme 1. P o u r  2 <<. y <<. x,  on a 

~k(x, y) << x e -  1/2( logx / logy)  (3.1) 

D~monstrat ion .  Voir [15]. 

Dans tout  ce qui suit, A est un nombre  entier positif arbitraire 
mais fixe et les nombres  p, q, q l ,  q 2 , . . ,  d6signent toujours  des nombres  
premiers, alors que l 'on 6crira l(x) pour  d6signer la quantit6 log A + 2 X. 

Lemme 2. Uni form~ment  pour  0 <<. i <<. A ,  on a, si 2 <<. y <~ x, 

log / m l o g / +  1 e -  1/2 (logx/logr) - -  << y ' l o g i x  �9 (3.2) 
.,>x m 

P(m) <~ y 

D~monstrat ion .  I1 est clair que 

;. iS' log / m ~ log / t log / x f log t _ .  
- -  < - -  d 0(t, y )  << q 4 x ,  y )  + , > x m t x 7 -  qt(t, y)dt .  

P(m) <~ y 

En utilisant l'estim6 (3.1), cette derni6re quantit6 est 

~ lOg i t e -  1/2 (logt/logy) 
<< log / x e -  1/2 (logx/logy) _]_ dt  = 

t 

= l o g  / x e -  1/2 (logx/logy) ...1_ I i  ' 
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disons. Or  

f laZ . vie-1/2(v/logy) m ~lOO ~)i- l e -  l/2(v/logy) 
Ii = v~e- 1/2(v/logy) dv = - i dv = 

ogx 1- logx ogx 1 

2 log y 2 log y 

= 21ogy.logix.e-1/2(logx/logr) + 2 1 o g y . i . i i _ l "  

En it6rant le processus, on arrive ~t exprimer successivement I i en 
termes de I i -2 ,  puis de Ii_3, et ainsi de suite jusqu'fi I 0 qui vaut  
2 log y e -  1/2(Iogx/logy). D'OI~I le r6sultat. 

Pour  d6montrer  le lemme qui suit, on fera appel au th6or~me des 
nombres  premiers sous la forme 

x x 2!x ( A - - l ) ! x  o f  X ~  
�9 -- + ~ ) .  (3.3) 

n ( X ) - l o g x + l ~ g 2 x + l ~ g 3 x +  + 1ogax 1ogA--+ 1 X2 

L e m m e  3. Soit  z un nombre r~el positif, alors il exis te  des fonc t ions  
d 1 (z), d2 (z) . . . .  , d A(z), dA + 1 (z) bornkes sur [ 1, ~ [ telles que 

�9 

1 _ dx(z)x ~- d2(z)x + . . .  + _ _  + (3.4) 
pq ~ x p log x log z x log A x \ log A + 1 x//  

z<~p<.q 
p <~ l(x) 

avec dl(Z) = ~ v ~ z ~ 2 "  

DOmonstration. Soit R z ( x  ) la somme ~ 6valuer. Si x est suffisam- 

ment  grand, on a l(x) < x/~, auquel  cas 

Rz(x)=  Z 1 Z 1 2 1 
pq<~x p z<~p<~l(x) p p<~q<~x/p 

z<~p<<.q 
p <~ l(x) 

= E Z z ,  - 
z<~p<~l(x) P z<~p<~l(x) P 

Puisque n(p) < p, on a trivialement 

Z 2 <  2 1 ~< x/~.  
z<<.p~,x 

D'autre  part, en utilisant le th6or6me des nombres  premiers sous la 
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forme (3.3), on a 

]El= 
z,< ~tlx) P ( log (x/p) 

x/p 

log 2 (x/p) 
... + 

+ (A - 1)!x/p 

log A (x/p) \ logA +1 ( x / p ) / J  

Puisque 

O 1 
z<~p<.<.l(x) p 2 p > ~ z p  2 p > l ( x )  p 2 

et comme, pour chaque 1 ~< i ~< A + 1, 

logip logip _ logip logip o(logi l(x))  
2 p 2 - - 2  p2 ~ p 2 - - 2 ~  --+ \ / ~  //' 

z <~ p<~ l(x) p>~z p >  l(x) p>~ z 

on obtient facilement (3.4), chaque fonction dr(z ) (j = 1, 2,..., A + 1) 
logip 

6tant alors une combinasion lin6aire des expressions ~p>~ p2 

( i=  1,2,. . . ,A + 1). 

log log p 
Lemme 4. Soit z un nombre rdel positif et soit ~(z) = ~p>~ z 

alors 

p 2  ' 

o( 1 )) E 1 x (loglog x) k-z(1  
q~qk-l'"q,~xqk dt(Z)log x - ~ "  \ + loglogx + 

q k ~  "'" ~ q l  
z <.qk ~ l(x)  

+ O( ~(Z)l~gx(loglogx)k-3 ).  (3.5) 

Ddmonstration. Soit Rk(X ) la somme ~i 6valuer. Pour x suffisam- 
ment grand, on a 

1 
Rk(x) = ~'. -- Z 1 = 

z <~qk <~l(x) q k  q~,- ~ ' " q l  <~x/qk 
q k ~ q k -  l <~''' <~ql 

2 1_ 
z ~ qk <. t(x)  q k  

E 1- Z 1}= 
1~,- 1 " " q l  <~x/qt, q k -  1 " "q l  <~x/qk 
q k -  t <~ "" <~ql q k -  1 ~ "'" <~ql 

q k -  1 < qk 
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= ~ 1 {gg_l(X/qk) 
z<~qk <~l(x) qk 

2; E 1} =z'- z", 
q k -  I < q k  q k -  2" " q l  <~x/qkqk-  1 

q k -  l ~ q k -  2 <<.." ~ q l  

disons, off r~s(co ) = #{n ~< ~o:f2(n) =j}. 
En utilisant le fait que 

x (loglogx) s- 1 1 , 

rcs(x) - (1 + O(logi-og x )  ) logx O ;  1)! 
(3.6) 

uniform6ment pour 1 ~<j ~ A + 1 (voir par exemple NICOLAS [13]), 
on a 

~ "  << --1 ~ rCk_2( x ~<< 
=~q~ ~(x) qk q~- 1 <qk qkqk - i / 

1 X/qkqk- X --  ~ (loglog(x/qkqk_ l)) k-3 << 
~q~ ~t(x) qk q~- , <q~ log(x/qkqk- x) 

<< 

x 1 1 
<< (log logx) k - '  ~ -- ~ - - < <  

log x z <~ qk * l(x) q k  qk - ,  < qk q k  q k  - 1 

X X--(loglogx)k-3 ~ loglogqg <<--( loglogx)k-3(~(Z)) ,  
log x ~ ~ qk ~ ~(x) qk 2 log X 

<< 

puisque log log (X/qkq k_ 1) < log log X et comme 

1 1 ( l + o ( l o g l o g x ' ~ < <  1 . 
log (x /qkqk_  l) logx \ logx J /  logx 

De m~me, en utilisant (3.6) avec j = k - 1, on obtient 
E'=  ~ l X/qk { (lOglOg(x/qk))k-2 } 

z<~qk~l(x) qk log(x/qk) ( k -  2)! t- O((loglog(x/qk)) k- 3 , 

laquelle expression, en proc6dant comme ci-haut, devient 

x (loglogx) k-2 1 ( ( 1 ) )  
log x ( k -  2)! p~>_= ~ 1 + O log i-og x 

En combinant les estim6s de s et de Z", la relation (3.5) s'ensuit. 

4. Les d6monstrations des th6or~mes 1 et 2 

Avant d'6tablir la d6monstration du th6or6me 1, il nous apparak 
opportun de mentionner que l'approche naturelle via la fonction 
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~k2(x, y) ne donne pas le r6sultat escompt& En effet, on aurait alors 

p<.,/x P pm<~x V < ~ / x P  m<.x/p m<~x/p 
P2(pm)=p P2(m)<~p P(m)<.V ) 

p ~ .,/x 

En utilisant ensuite les estim6s (1.6) et (1.7), de m~me que (1.1), (1.3) 
et (1.5), on arrive h montrer  que S2(x) est de l 'ordre de x/log x, sans 
pour autant  obtenir une formule asymptotique. 

Aussi, notre raisonnement diff6re totalement de l 'approche ci- 
haute. D6montrons d 'abord le th6or6me 1. Puisque 

1 1 ( ) 
- -  - - -  0 X 

Z P2(n) E P2(n) ~- 4~,~<x 4~,~x 1ogA% 1 X ' 
[~(n) >1 2 ~ln) >>- 2 

P2(n) .~< l(x) 

il est clair que dans le processus d'6valuation de ~ 1/P2(n), il suffit de 
consid6rer les entiers n ~< x pour lesquels P2(n)~< l(x). On observe 
ensuite que chaque entier positif n tel que D(n)>/2 peut s'6crire de 
mani6re unique sous la forme 

F/ = m r ,  

off f~(r) = 2 et P(m) <~ p(r) = P2(r) avec possiblement m = 1. On a donc 

(x)  
S 2 ( X ) +  0 1ogA+lx 

1 
Z 

mr~<x P2(r) 
f~(r) = 2 

P(m) <<. P2(r) ~ l(x) 

1 
Z Z 

ra<~x/logx r<~x/m P2(r) 
P(m) ~ l(x) f~(r) = 2 

P(m) <.<. P2(r) ~< l(x) 

- - +  E Z 
x/log x < m <~ x /4  r <~ x/m 

P(m) <<. l(x) f~(r) = 2 
P(m) <~ P2(r) ~< l(x) 

1 
P2(r) 

= T l ( x ) +  T2(x), 

disons. 
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Avec l'aide du lemme 1, on a 

) x 
T2(x )<<logx ~ l = l o g x ~  x l(x) << - 

,.<~x/4 ' logA+ 1 x" 
P(m) <~ /(x) 

I1 nous suffit donc  d'6valuer Tl(x). Avec le lemme 3, on obtient  

Tl(x)= ~ ~dl(P(m) ) x/m +d2(P(m) ) x/m 
m <~ x/ logx ~ log (x/m) log 2 (x/m) 
P(m) <~ l(x) 

... + 

+ dA(P(m)) ~ x/m 
log a (x/m) 

D'apr6s le lemme 2 avec i = 0, on a 

1 dl(P(m)) - ~ 1 E -~<< 
,.>.~tmgx m m > x / l o g x  m p>~P(m) 
P(,.) <~ l(x) P(m) <-% l(x) 

<< ~ _l y f dt 1 
,,>x/,ogxm , , . , 7  << 2 ( / < < - -  ,.> x/logx mPm, 
PIm) (- l(x) P(m) <~ l(x) 

On peut  donc  6crire 

]ogA + 1 X 

p>~z - -  

A + I ,  

(4.1) 

D'autre part, en utilisant fi nouveau le lemme 2 et le fait que 
chaque fonction dj(z) est une combinaison lin+aire des expressions 

logip 
�9 (i = 1, 2, . . . ,  A + 1), on a, pour  chaque entier j = 1, 2 , . . . ,  p2 

dJ(P(m))logim = 0(1). (4.3) 
m<.x/Iogx m 
P(m) <~ I(x) 

En d6veloppant  l 'expression fi droite de (4.1) fl la lumi6re de (4.2) et 
(4.3), le th6or6me 1 suit. 

La d6mons t ra t ion  du th6or6me 2 utilise essentiellement la m~me 
approche que celle du th6or6me 1. Aussi, nous donnerons  seulement 
les grandes lignes de la preuve. 

- - - 0 (  1 ).  (4.2) 
m<~x/logx m m= 1 p>~p(m) p2 + log2+ 1 x 
P(m) <.% l(x) 
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Tout d'abord, puisque la relation (2.1) implique la relation (2.2) 
dans le cask "-- 2, il suffit de consid6rer le c a s k  ~> 3. Comme pour la 
preuve du th6or6me 1, on peut se limiter aux entiers n ~< x pour 
lesquels Pk(n)<~ l(x). Or chaque entier n/> 2 k tel que f/(n)~> k peut 
s'6crire de mani6re unique sous la forme 

n -~- m r ,  

off fl(r) = k et P(m) <<. p(r) = Pk(r). I1 s'ensuit que 

1 1 1 

Z e (n) Y E Z �9 2~ ~. ~ x ,~ ~ x Pk(r) m ~ x/2~ ~ ~ ~/,~ Pk(r) 
~(n)/> k ~/(r) = k ~(r)  = k 

Pk(n) <~ l(x) P(ra) <~ Pk(r) <~ l(x) P(m) <~ Pk(r) <<. l(x) 

En sbparant cette derni6re expression en deux quantit6s, selon que 
X X X 

m ~< log x ou que log x < m ~< ~ ,  et en utilisant ensuite le lemme 4 

pour 6valuer la premi6re quantit6, la deuxi6me 6tant 6videmment 
n6gligeable, on obtient 

Sk(X) ~ dl(P(m)) x /m ( loglog(x /m))  k-2 

m ~ x/log x log (x/m) (k - 2)! 

\ log log(x /m)  ] /  

q-O(m<~x /2k log~x /m  ) ( l o g | o g ( x / m ) ) k - 3 )  ' 

ce qui mSne facilement ~ l'estim6 (2.2), achevant ainsi la preuve du 
th6or~me 2. 

5. Les lemmes en vue 
de la d6monstration du th6or6me 3 

Lemme 5. Soit Q un ensemble de nombres premiers de densit~ 
0 < c5 < 1 satisfaisant ( I . I 0 )  et soit Y(x, Q) le nombre d'entiers positifs 
n ~ x n'ayant aucunfacteur premier en commun avec les OlOments de Q. 
Alors il existe une constante positive c(Q) telle que 

x 0 1 
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Dkmonstration. I1 est mentionn6 dans GOLDSTON et MCCURLEY 

(I-7], formule (6)), que 

(~)(1 o( 1 )) e (~-~)~ x ~ 1 - 
II 1 +  log log3x " -Y(x, Q) = F(1 - ~5) log x p~:, 
p~Q 

Or, puisqu'il existe des constantes D et DQ telles que 

o(~) 1 log l o g x + D +  
p<~xp 

(voir HARDY et WRIGHT [8] )  et 

_1= ~ log logx  + DO- + O ( l ~ g  x )  
p<~x p 
peQ 

(voir [61), alors on a 

= e x p  - ~  log - = 
p<~x p<.x 
p~Q p~Q 

_ - e x p  : e x p  
p<~xP p<~x p<<.xp p<~xP p<~xmp m 
p~Q p(sQ peo- p~Q 

m>~2 m>~2 

= exp {log log x + D - 6 log log x - Do. + mpgiQ2>l 2 mp"l + 

=exp{(X--6) l~176  + Eo- + O(lo@x) }, 

1 
oil EO- = D -- DO- + ~,~>~ 2,p~o- mpm" I1 s'ensuit que 

~x( ~ 1)~=,~og~,x ,o~x~= 
p~O- 

, O  1 

(5.2) 

(5.3) 

En combinant (5.2) et (5.3), on obtient (5.1), ce qui termine la preuve 
du lemme 5. 
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Dans ce qui suit, on notera 

log x 
LI(x ) - _ _ .  

log log x 

Lemme 6. Pour 2 <~ y <~ x, on a 

1-- << log y" e-(L'(x)/21~ 
d > e L l(X) d 
P(d) ~ y 

Ddmonstration. En utilisant le lemme 1, on a 

a>~,,x,~<<fe ~ do ( t ' y , - d / ( t ' y )~176  f f ~  r 
~,(~) t -t eLl(x) "~- LI(X) t2 

P(d) ~ y 

<< e - (L~ (x)/2 logy) "F log y. e-  (Ll(x)/2 log y), 

ce qui termine la preuve du lemme 6. 

(5.4) 

Lemme 7. Soit Q un ensemble de nombres premiers de densit~ 
0 < 6 <  1 satisfaisant (I .10) et soit w(x, y, Q ) = # { n <<. x : p(n) > y ^p[n  
=:, pCQ}. Alors, uniform~ment pour x >>. y >>. 2, x >>. e e, on a 

w ( x , y , Q ) = c ( Q ) ~  l~ 1 -  + O ( l o g y . e  -(Ll~x)/21~ x 
p~<y 
pCQ 

O 1 
x ( l +  ( l o g l o g x ) ) + O ( l o g x . O ( x , y ) ) +  

Cx ) 
+ O log log x) ~ log y ' e -  (~.,(x)/2 log, , (5.5) 

oi~ c( Q ) est la constante du lemme 5. En particulier, pour y <~ log x, on a 

0 1 
m ( x , y , Q ) = c ( Q ) ~ ) - J < . y ( 1 - ~ ) ( l +  ( l o g l o g / ) ) "  (5.6) 

pCQ 

Dd.monstration. Soit A = A(y, Q) l 'ensemble des nombres naturels 
n dont le plus petit facteur premier est sup6rieur fi y e t  n 'ayant aucun 
facteur en commun avec les nombers premiers dans Q. Soit ZA(n) la 
fonction caract6ristique de A = A(y,Q), de sorte que m(x,y ,Q)= 
= ~n<xZa(n). Alors on a, pour  s > 1, 
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za(n)_  1 -  = I-I 1 -  1 (5.7) 
n =  l n s pCQ P " 

pCQ pC~Q 

Soit N(Q c) le semi-groupe multiplicatif engendr6 par les nombres 
premiers qui ne sont pas clans Q. D6notons par ZN(Qo) la fonction 
caract&istique de l 'ensemble N(Q c) et par #r,Q la fonction d6finie par 

#(n) si pin ~"p ~<y et pCQ', 
fly,Q(n) ( o autrement. 

Avec ces notations, la relation (5.7) devient 

~A(~I)__ - -  ~ ZN(QC)(.) ~ f l y ,Q(Yl )  

n = 1 ?Is n = 1 y/s n = 1 /~s 

Or, cette derni&e identit6 nous permet d'6crire que 

rJ(x,y,Q)= ~ :~A(n)= ~ (py,Q*ZN(OC))(n):- 
n<<.x n<<.x 

= ~_, 12y,Q(d) ~ ZN(Q~)(d2) = 
d <~x d2 <<.x/d 

= E + E + Y = 
d<~eLl(x) eL l (x )<d<~x/ logx  x/logx<d<<.x 

= Z1 + Z2 + Z3, (5.8) 

disons, avec Ll(x) d6finie en (5.4), off * est utilis6 pour d6noter le 
produit  de Dirichlet de deux fonctions arithm6tiques. 

Nous 6valuons s6par6ment les sommes Ei, i = 1, 2, 3, et comme on 
le constatera, la principale contribution viendra de Z 1. 

Tout d'abord, on a trivialement, en notant  (d, Q) = 1 pour signifier 
que d n'a aucum facteur en commun avec les 616ments de Q, 

Z 3 =  ~ ]~(d) 2 ZN(Q~) (d2)<< 
x/log x <d <~ x d2 ~ x/d 

P(d) <~ y 
(a,Q) = 1 

D'autre part, 

Y~2 = 

<< log x ~ 1 < log x r y). 
x / logx  <d <~x 

P(d) <~ y 

/~r,Q(d) ~ ZN(Qo(d2) = 
e L I(X) < d <~ x / Iogx  d2 <~ x/d 

(5.9) 
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eLltx) < d <~x/log x -d' O �9 

Puisque d ~< x/log x, alors x/d >~ log x ~ ~ .  On peut donc appliquer 
le lemme 5 et obtenir 

~2 Z tt,,Q(d)c(Q) 1 + = 
e Ll(x) < d <~ x/logx (lo d)) 6 iog log (3x/d) 

e Ll(x)  < d <~ x / l o g x  "{- 0 " ! = ( ogloglog,3x,))} 
x 1 -, 

<< (log log x) ~ eL.x)<a~/Jog~ d 
g(d) <~ y 

puisque pour d ~< x/log x, on a log (x/d) > log log x. En faisant appel 
au lemme 6, on a alors 

X 
~'~2 << (log log x) ~ log y'e-(Ll(x)/2 logy) (5.10) 

Pour 6valuer E 1, on proc6de comme suit. Tout comme pour 
l'6valuation de Y'2, o n  peut faire appel au lemme 5 et ainsi obtenir 

E l =  ~ py ,Q(d)~  ZNtQc)(d2) = 2 Pr,Q(d)'Y(d,Q)= 
d <~ e L l ( x )  d2 <<. x / d  d <~ e L l ( x )  

d<~e L l ( x )  0 1 

Puisque d <~ e L~tx), on a 

1 _ 1 (1 
(log (x/d)) ~ (logx~ + 

et 

o 

o 1 ]. loglog3(x/d) >1 loglog3x + ( logi-ogxj  

C'est pourquoi 

El= c(Q)X ( l  ~\ 
1 3X))d~l ,~#, ,Q(d ) ) ) ( 1  + O(loglog d 

(5.11) 
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Par ailleurs, en faisant/t nouveau appel au lemme 6, on a 

E ~,,Q(d)_ E ~(d)_ ~ ~(d) E .(d)- 
e~,~x~ d d<~eLl(x) d d=l d d>eL,(x) d 

P(d) <~ y P(d) <~ y P(d) <~ y 
(d,Q) = 1 (d,Q) = 1 (d,Q) = 1 

/ 
p<~y p d > e L l ( x )  d 
p~Q P(d) ~ y / 

= + O(logy'e-1/2(LW')/~~ (5.12) 
p~<y 
V~Q 

En substituant (5.12) dans (5.11), et en ramenant  ce nouvel estimb de 
El ,  avec ceux de (5.9) et (5.10), dans (5.8), on obtient (5.5). La relation 
(5.6) dbcoule alors facilement de (5.5) en prenant y ~< log x. 

Lemme 8. Soit 

p<~y 
p~Q 

Alors 

(i) Lorsque y -~ o% il existe une constante v e telle que 

= o(1)) le(y) ve ( 1 + 
( logy)l -a  \ ~ " 

(ii) Lorsque x -* :~, 

~, le(P(m)) , 

, , ~  mr tm)  m =  1 
P(m)eQ P(rn)eQ 

P(m) ~ log x 

DOmonstration. 
suffit de remarquer  que IQ(P(m)) < 1 et que 

2 1 _ 2 4 2 1 
p(m)>logxmP(m) p > l o g x P  p(n)~p n 

p > l o g x p  q<.N.p 

La partie (i) d6coule de (5.3). Pour obtenir (ii), il 

Iogp 1 
<< ~', p2 << 

p > log x log x 



30 J.-M. DE KONINCK 

6. La d6monstration du th6or~me 3 

Tout comme pour les sommes ~ 1/Pk(n), ce sont les "petits" 
facteurs premiers qui contribuent principalement au terme principal 
du d6veloppement asymptotique de ~ 1/P(n, Q). Cela apparaitra plus 
clairement dans la d6monstration du th6or6me 3 que nous abordons 
maintenant. 

Soit donc Q un ensemble de nombres premiers de densit6 positive 
< 1 satisfaisant fi 

rc(x,Q) d~f ~ l = , ~ L i ( x ) + O ( , _ x ~ _ n  ~ (6.1) 
p<~x,p~Q \ l o g -  x /  

off Li (x)= S~ dt/log t, pour une certaine constante B > 2, et d~finis- 
sons 

P(n, Q) = max {p:p[n ^ pEQ}, (6.2) 

avec les conventions P(1, Q) = 1 et P(n, Q) = + c~ si aucun des facteurs 
premiers de n n'appartient ~ Q. GOLDSTON et MCCURLEY ([7]) ont 
d6montr6 que 

: O(x, y, Q) '~~ 1 xp6(u) 1 + (6.3) 

P(n,Q) <~ y 

uniform6ment pour u ~> 1 et y >t 3/2, off p,~(u) est la solution continue 
de l'6quation diff6rentielle aux diff6rences 

up'~(u) = - 6p~(u - 1) (u/> 1), (6.4) 

avec la condition initiale p6(u) = 1 pour 0 ~< u ~< 1. (La fonction p,~(u) 
ne devra 6videmment pas &re confondure avec la fonction pk(U) 
donn6e en (1.9); le contexte sera toujours assez clair). GOLDSTON et 
MCCURLEY ([6]) ont 6galement obtenu que 

p,(u) - Z(]- -  S iT  1 + 0 . (6.5) 

Une mani6re naturelle d'entreprendre la d6monstration du 
th~or+m 3 serait done via l'estim6 (6.3) en 6crivant 

1 L 1 ~ 1=  y, 1 ~ 1 =  ~ l ~ b ( X , p , Q ) .  
qo<~,,xP(n,e) - ~ p ,<~x p<~xP ,np,x p<.xp kP 

peQ P(n,Q) = p peQ P(m,Q) <~ p peQ 
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Comme il est clair qu'il suffit de consid~rer les nombres premiers pe Q 
pour lesquels p ~< log x, on obtient, en faisant appel/t (6.3) et (6.5), 

_<~< 1 _ ~ l x  f logx-- logp '~(  ( 1 ) )  
,o~n.~xP(n,Q) v<logxppP'~ 1-~-gp ) 1 + 0  ~ = 

peQ 

x (log p)___~ 
-- (1 + o(1)) F(~ ra_ 6) (log x)a p < IogxE p2 X 

peQ 

1 1 x (  1 +O(1--0~gp))( + O (  l~176 , �9 

1 X 
- - ~  ce qui n'est pas De ceci, il d6coule que ~qo -<, <X p(n, Q) (logx) ~' 

suffisant pour d6duire (2.3). Nous allons donc proc6der autrement. 
Comme on l'a mentionn6 ci-haut, il suffit de consid6rer les entiers 

positifs n ~< x pour lesquels P(n, Q) <<. log x. D'autre part, compte tenu 
des estim6s (1.2) et (1.5), on peut 6galement se limiter aux entiers 
positifs n ~< x pour lesquels P(n, Q) < P(n). C'est pourquoi, 

- - -  O x 
P(n, Q) qo<.<x P(n, Q) ~- . (6.6) qo<~n<~x 

P(n,Q) <~ logx 
P(n,Q) < P(n) 

I1 nous suffira donc d'6valuer la somme fi droite de (6.6). 
Tout entier n tel que P(n, Q) < P(n) peut s'6crire de mani6re unique 

sous la forme 

n = m r ,  

off (r, Q) = 1, p(r) > P(m)eQ. On a alors 

1 1 

E - E - E 
qo <- n <. x P ( n ,  Q )  m~ <. x P ( m )  ~ <. x 

P(n,Q) <~ logx (r,Q) = 1 P(m)EQ 
P(n,Q) < P(n) p(r) > P(m)~Q P(m) <~ log x 

P(m) <~ log x 

1 
E P(m) ,<x/,,, 

(r,Q) = 1 
p(r) > P(m) 

E 
m ~ x  

P(m)eQ 
P(m) <~ log x 

P(m) vo , P(m), Q = 

= 
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m<~eJ(mgx) e~/Oogx)<m<~xe- gOogx) 
P(m)~Q P(m)~Q 

P(m) <~ log x P(m) <~ log x 

§ Z 
X e  - -  x / ( l ~  x )  < m ~< x 

e(m)eQ 
P(m) <~ log x 

= Ul(X)+ U2(x)+ U3(x), 

disons. I1 est clair que, en raison de l'estim6 (1.5) de L(x), 

U3(x)<<e~/(l~ z 1 x e ~ / ( l ~  C x 0 << 
m ~ x P ( m )  e,/(2 logxlogtogx) (log X)~(1og log X) 

D'autre part, en utilisant la formule (5.6) du lemme 7, on a 

U2(x ) << ~ 1 x/m 
e4(logx) < m << xe - , / ( l o g x ) P ( m ) ( l o g  (x/m) ) '~ < 

x ,5 ~ 1 x f f  dz 
< ( 1 N ~  X) e4(logx)<m <~x mP(m--) << __ (lx~gx) ~ V(,o,x)'cL(r) << 

xlogx x(logx)l-'~/2 ( x ) 
- -  - - - -  - -  0 - -  , 

<< (lx/T~)~L(e,/0ogx)) ex/t,/(iogx) log~og~) (log x) ~ log log x 

I1 nous sutfit donc d'6valuer Ul(x). Pour ce faire, on utilise la 
formule (5.6) du lemme 7 (avec y = P(m) <~ log x) et le lemme 8, et on 
obtient 

U l(X, =m<~e~(lo.,:) 1 -~c(Q) x 1Q(P(m), . (1+  O( 1 ) ) } =  
P(m) I m (log (x/m)) ~ \ \log log (x/m) 

P(m)~Q 
P(m) <~ log x 

x ~ lQ(P(m)) 
= c(Q)(log x) ~ m~< e,/(lo~) mP(m) 

P(m)EQ 
P(m) <~ log x 

- - •  

x + 0  1 (1 4-O( l~x/~ '~ '~(  1 (log log x ) )  -- \ logx J,/ 

( o( 1 
=c(Q) 1 + \ l~176176 ~ m=l 

P(m)~Q 

IQ (P(m)) 
me(m) 

Ceci termine la preuve du th6or6me 3. 
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7. Une g6n6ralisation 

Dans un article r6cent, DE KONINCK et MERCIER ([3]) ont compar6 
les comportements  asymptotiques des sommes ~ z ~ . < . x f ( P ( n ) )  et 
~ . < . x f ( n )  off f est une fonction fortement additive satisfaisant 
certaines conditions minimales. I1 s'av6re que certains de leurs 
r6sultats obtenus pour ~ a  4..<:, f (P(n) )  peuvent atre &endus/ t  l '&ude 
des sommes ~2~ ~. <. ,,,a(,)>~ k f (Pk(n))  et ~qo -<. -< ~, f (P (n ,  Q)): c'est ce que 

1 En utilisant nous avons fait en (2.2) et (2.3) darts le cas f ( x )=-~ .  
essentiellement les m~mes techniques que celles 61abor6es dans les 
sections 3/~ 6, on peut g6n&aliser les estim6s (2.2) et (2.3) et obtenir 

1 
que si f ( x )  - - -  avec p > 0, alors il existe des constantes )/k telles 

xPL(x) 
que, pour chaque ksN,  

f (Pk(n))  "~ 2;, x(log log X) k- 2 (x ~ oe) 
21~<~n~x logx  
Q(n)/> k 

et une constante t/'(Q) telle que 

f (P (n ,  Q)) ,,~ rf (Q) (loXx)ag (x ~ oo). 
qo<~n<~x 

I1 en est de m~me lorsque p = O, mais cette fois avec la condition 
additionnelle 

logp < + ~ .  

e pL(p) 

8. La valeur m6diane 
des plus grands facteurs premiers 

Th6or~me 4. Soit  Q un ensemble de nombres premiers de densit~ 
0 < 6 < t satisfaisant fi 

= 7"~(.X;, Q) def 2 1 = 1~ Li (x)  + , (8.1) 
p<~x 
peQ 

pour une certaine constante B > 2. Alors la valeur m~diane de P(n, Q) 
pour les entiers n <<. x est n ~ + o(1), off ~c est la solution unique de l'dquation 
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Ddmonstration. Parmi les nombres x~]0, 1[, 
pour lequel 

E E 1 x 
xr<p<~x n<~x 2 

peQ P(n,Q) = p 

Evaluons donc l'expression fi gauche de (8.2). 
d6finition de ~(x, y, Q) et de l'estim6 (6.3), on a 

on cherche celui 

(8.2) 

Compte tenu de la 

E E 1= E E 1= E ~ ,P.Q = 
xX<p<~x n ~ x  xr<p<~x mp<~x xX<p<~x 

p~Q P(n,Q) = p pEQ P(m,Q) <~ p p~Q 

_ 

_ ~ x f logx 1 1+ = 
~<v~pPa~ogp 

peQ 

( ^[ 1 , ,  r. 1 flogx \.-.s*// <p v ....,v ) 
peQ 

f logx ) 

( O( 1 ) ) f f p ~  ~ 1 =x 1 + ~ ~ t .dn(t,Q)=S, 
(8.3) 

disons. En utilisant une int6gration par parties et en faisant ensure 
appel fi (8.1), on obtient 

O 1 s_-(1+ 

{fx ,. t log t 

/ {logx t) 

- - - 1 ) d t + O  jx~. t~og2t d 

/ logx ) 

= a t  = x(1 + o(1))I, (8.4) 
t log t 

log x 
disons. En effectuant le changement de variable u - , l'expression 

log t 
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I devient  

Pu i squ 'on  a 

Ia relat ion (8.5) devient  

F1/K x = 6 p~(. - 1) d u .  (8.5) 
,Jl U 

up'~(u) = - 6 p ~ ( u  - 1), 

f llK 
I = --  p'~(u)du = - p ~ ( u ) ]  1/~ = 1 - p~(1/~c). 1 

.11 

En subs t i tuant  cette derni~re es t imat ion  de I dans  (8.4), on  obt ient  
s = (1 + o ( 1 ) ) x 0  - p ~ ( 1 / ~ ) ) .  

C o m p t e  tenu de (8.2), le nombre  ~: doi t  sat isfaire/ t  

1 - p o ( 1 / ~ c )  - 1 

Le nombre  ~c cherchb est donc  l 'unique solut ion de 

c o m m e  il fallait d~montrer .  

R e m a r q u e .  I1 d&ou le  de (6.4) que pour  1 < u < 2, on a p~(u) = 

- 1 - 6 log u. Or  pour  6 1 < 1 - - - -  on a 1 < 2, ce qui veut dire que 
2 log 2' K 

et donc  en combinan t  ceci avec (8.6), on obt ient  

tc = e -(1/2~). (8.7) 

1 
Doric lorsque la densit6 6 de Q satisfait ~i 6 > 2 log 2' la valeur  m6diane 

de P ( n , Q )  est n '~+~ off ~ = e  -tI /zo).  Par  ailleurs, pour  les petites 
valeurs de 6, ~ devient  tr6s peti t  et 1/~c tr+s grand;  alors, d ' ap r& (6.5), 

e ~ 1 
p~(u)  ~ - -  (u ~ ~ )  

F ( 1  - -  6 )  u ~ 
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et 

Pa "" F (1  - a)  

En c o m b i n a n t  ceci avec (8.6), on obt ient  

e ra 1 

r (1  - 6) 2' 

ce qui entraine que  

K ~ ~ ( F ( 1 - 6 ) ) l / a = 2 - i ~ e x  p logF(1-6)  . 

Or, pu isque  

l i m l ~  lim F ' ( 1 - 6 )  
a-~o 6 a-~o F(1 --~)  

on  a 

e - r e  y 1 

~: ~ 21/~-g- = 21/- ~ ,  

un c o m p o r t e m e n t  diff6rent de celui exprim6 en (8.7). 

Th6or6me 5. Pour chaque entier k >~ 1, la valeur m~diane de Pk(n) 
�9 pour les entiers n <~ x est n K+~ off ~: = ~c(k) est la solution unique de 

l'~quation 

D~monstration. La d6monst ra t ion  est analogue ~, celle du  th6or6me 
4, compte  tenu de l 'analogie marqu6e  qui existe entre les relat ions (6.3) 
et (6.4) d 'une  par t  et les relat ions (1.8) et (1.9) d 'au t re  part. 

Remarque. Puisque  p(u) = 1 - log u pour  1 ~ u ~ 2, on a ~ = p = 

1 
= 1 + l o g i c ,  d 'ofi  ~ = ~ ( 1 ) - x / ~ ,  un r6sul tat  d~jfi o b t e n u  par  

WUNDERLICH et SELFRIDGE ( [16] ) .  En util isant les tables d o n n a n t  les 
valeurs de p2(u) (voir [14]),  on obt ient  ~c = ~c(2) = 0 .21 . . .  une valeur  
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qui am61iore l'estim6 ~c = 0.24 obtenu empiriquement par WUNDERLICH 
et  SELFRIDGE ([16]). 
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