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Abstract. On the Largest Prime Factor of an Integer. Let Q(n) = | . and, for each integer
n such that Q(n) 2 k, denote by P,(n) its k™ largest prime factor. Further, given a set of primes
0 of positive density é < 1 satisfying a certain regularity condition, define P(n, Q) as the largest
prime divisor of n belonging to Q, assuming that P(n, Q) = + oo if no such prime factor exists.
We provide estimates szl“sns:c,ﬂ(n)?k 1/Py(n), for k > 2, and of znsx 1/P(n, Q). We also study
the median value of the function P(n, @) and that of the function P,(n) for each k > 1.

1. Introduction

Etant donné un entier n > 1, on notera p(n) le plus petit facteur
premier de n et P(n)( = P,(n)) le plus grand facteur premier de n. De
maniére plus générale, pour chaque entier k > 1 et pour chaque entier
positif n tel que Q(n) >k (ici Qn) =) pdﬂna), on notera P, (n) le ki*™*
plus grand facteur premier de n. Ainsi, pour un entier n > 1 tel que
Q(n) =1, on aura

p(m)=P(n)<P,_y(n) < < Py(n) < Py(n)= P(n).

Par convention, on écrira P(1) = 1.
La fonction P(n) a fait ’'objet de nombreux articles. Elle a surtout
¢té etudiée a travers la fonction

W% y) = W(x,y) = #{n < x:P(n) < y}.

Le meilleur estimé concernant le comportement asymptotique de
W(x, y) est celui obtenu par HiLDEBRAND ([ 10]) en 1986, a l'effet que

ix, y) = xp(u)(l + 0(%’“’—1))), (1.1)
ogy
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ouu = log x/log y, uniformément pour chaque ¢ > 0 dans le domaine
exp {(loglog x)**¢} <y < x,

p(u) étant la solution continue de I’équation différentielle aux
différences

up'(u)=—pu—1)

avec la condition initiale p(u) =1 pour 0 <u < 1. Pour une étude
détaillée de la fonction ¥(x, y), on peut consulter le tout récent livre
de TeNENBAUM ([15]).

La fonction P,(n), bien que moins “populaire” que la fonction P(n),
a aussi été étudiée (voir le livre de RieseL [ 14]). Elle occupe une place
importante dans plusieurs problémes de théorie des nombres, en
particulier dans le probléme de la factorisation des grands nombres
(voir HAFNER et MCCURLEY [9] et KNUTH et PARDO [12]).

L’¢tude de la fonction P(n), principalement a travers celle de la
fonction Y (x, y), est relativement complexe. Ceci provient en partie du
fait que la fonction P(n) est trés erratique. Le comportement moyen
de la fonction P,(n) a été étudié par ALLADI et ERDOS ([1]). Ils ont
obtenu

x””" loglog x
Y. Puln)= 1og*x+0(x1+l/kf5§k+—%x“) (4, > 0)

n<x

pour k>1 fixé. La formule a ét¢ améliorée pour k=1 par DE
KonNInck et Ivie ([2]) (on a A, = n?/12) et pour k > 2 par Ivi¢ ([11]).
Alors que le comportement moyen de la fonction P(n) est assez facile
a obtenir, celui de la fonction 1/P(n) est trés difficile a saisir; en 1986,
ErDOSs, Ivi€ et POMERANCE ([5]) ont tout de méme démontré que

mFF):( o), (12)

L)~ =r (log">t 24, (1.3)
2 \logt

En utilisant 'estimé

p(u) =exp {—u(logu + loglogu — 1 + o(1))}, (1.4)

ou
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on peut démontrer que L(x) est une fonction dite “a oscillation lente”
(ie. telle que lim,_, , (L(cx)/L(x)) =1 pour chaque constante ¢ > 0)
et de plus que

L{x)=exp {(1 + o(1))/2log x loglog x}. (1.5)

De son coté, I'analyse du comportement de P,(n) repose le plus
souvent sur I'étude de la fonction

Ya(x,9) S #{n < x:Py(n) < v}

(voir [14]).
Le meilleur estimé concernant le développement asymptotique de
¥,(x, y) est certes celui dii a [9]:

Valxy) = xpz(m(l + 0(—1——)) (16)
logy

valable uniformément pour 2<y<x, ou p,(u) est la solution
continue de I'équation différentielle aux différences

up,(u) + p(u—1)=pu—1)

avec la condition initiale p,(u) = 1 pour 0 <u < 1. Alors que, comme
en témoigne la relation (1.4), la fonction p(u) décroit trés rapidement
vers 0 lorsque u— oo, la fonction p,(u) tend vers 0 beaucoup plus
lentement puisqu’elle satisfait a

pz(u)=f'3(1 + o<1>), @=1) 1.7)

u

(voir [12]). D’'une maniére générale, on peut démontrer

V%, 3) £ #in < x:P(m) <) = xpk(u)<1 " 0(—1—)> (18)
logy

uniformément pour 2 <y < x, ou p,(u) est la solution continue de
I'équation différentielle aux différences

up,(u) + p(u — 1) = py—(u— 1), (1.9)

avec la condition initiale p,(u) =1 pour O <u < 1.
Nous nous intéressons d’abord ici au comportement asymptoti-



16 J.-M. DE KONINCK

que de
e 1
S (x) = k> 2).
=2 P €27
Qnyzk

En 1982, ERDOs et IviC ([4]) ont étudié des sommes analogues aux
S.(x); de leurs résultats, on peut déduire I'existence d’'une constante

A, telle que
1 2
S5(x) = Ay — (1 + o(-——( oglog ) ))
log x log x

et également, pour chaque entier k > 3, P’existence de constantes A,
pour lesquels

X

Si(x) = (1 + o(1)) 4

(loglog x)*~%;
log x

les preuves utilisent des résultats assez compliqués. Nous obtenons ici
des développements asymptotiques plus précis pour S,(x) (k > 2), avec
des constantes A, explicites. Notre approche a Pavantage d’€tre
relativement simple et de ne faire appel qu’au théoréme des nombres
premiers.

En second lieu, étant donné un ensemble Q de nombres premiers
de densité positive 6 < 1 satisfaisant la condition de régularité

nx, 0% ¥ 1=5Li(x)+0(~xT>, (1.10)
- log® x

p<x,peQ

ou Li(x) = {3 (dt/logt) et B> 2 est une constante, nous analysons le
comportement de la somme Y _ 1/P(n,Q), ou pour chaque n>2,
P(n,Q)= + oo si aucun des facteurs premiers de n n’est dans Q et
autrement P(n, Q)= max {p:p|n A peQ} (par convention, on écrira
P(1,Q)=1).

En troisiéme lieu, nous considérons une généralisation de nos
estimés de Y 1/P(n) et de ) 1/P(n, Q).

Enfin, nous étudions la valeur médiane de la fonction P(n, Q) ainsi
que celle de la fonction P,(n), pour chaque entier k 2 1,laquelle notion
a déja été considérée par WUNDERLICH et SELFRIDGE ([16]) dans le
cas de P(n).
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2. Les principaux résultats

Théoréme 1. Etant donné un entier A = 1, il existe des constantes

I, 2P, LAY telles que
1 X X x x )
= + @ R [ + 0( ),
aa<x Pyn) P logx 7 log?x ? log*x log*1x
Qn)=2
2.1)

N @ 1 1 1 ! -
Oui(;)=/1222m=1EZPBP(M)?ZZP?HG$P<1——;> =1254....

Théoréme 2. Erant donné un entier k =2, 0na

k—2 1
v 1 Y x(loglog x) (1 . O(—-—)), 22)
2x<n<x Pi(n) log x loglog x

(n) =k

1

Ol‘t lkz
(k — 2)!

2.

Théoréme 3. Soit Q un ensemble de nombres premiers de densiré
0<d <1 et satisfaisant la condition (1.10) et soit q, le plus petit
élément de Q, alors il existe une constante positive n(Q) telle que

1 1 N
qosznsx P(,Q) (1 +O<W))”(Q)(logx)é' 2.3)

Remarques. La nature assez compliquée de la fonction L(x)
définie en (1.3) est en partie reliée a la nature méme de la fonction de
Dickman p(u), dont le comportement asymptotique n’est pas facile a
cerner. En fait, cela s’explique en partie par le fait que P(n) est trés
erratique lorsque n parcourt ’'ensemble des nombres naturels.

Les fonctions P,(n) (k > 2) sont un peu moins erratiques que la
fonction P(n), cela a pour conséquence que les sommes de leurs
réciproques se comportent de maniére plus réguliére.

On notera par ailleurs que, dans le calcul des sommes ) 1/P,(n),
chaque entier positif n pour lequel Q(n) >k et ayant de “petits”
facteurs premiers contribue au terme principal du développement
asymptotique donné par (2.2), alors que cela n’est pas du tout le cas
pour le calcul de )’ 1/P(n) obtenu en (1.2).
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Il est intéressant d’observer, en comparant les relations (1.2) et
(1.5) avec (2.3), que Z 1/P(n,Q) a un comportement complétement
different selon que Q est 'ensemble de tous les nombres premiers
(donc avec densité d=1) ou que Q a une densité < 1. Ainsi
lirrégularité de ), . 1/P(n) est considérablement diminuée lorsque,
dans le calcul du plus grand facteur premier, on ignore une proportion
finie des nombres premiers.

Enfin, il est intéressant de noter que les estimés (2.2) et (2.3) sont
en accord avec un phénomeéne tout a fait attendu, soit celui selon
lequel, quelque soit k fixe, la quantité P(n, Q) est la plupart du temps
petite que P,(n).

3. Les résultats préalabes aux
démonstrations des théorémes 1 et 2

Les deux premiers théorémes reposent sur quelques résultats
préliminaires que 'on énumére sous forme de lemmes.

Lemme 1. Pour 2<y<x,ona
P(x, y) < xe ™ 112 logx/logy) (3.1)
Démonstration. Voir [15].

Dans tout ce qui suit, A est un nombre entier positif arbitraire
mais fixe et les nombres p, 4, 4,, q,, - . . désignent toujours des nombres
premiers, alors que 'on écrira /(x) pour désigner la quantité log 4+ 2 x

Lemme 2. Uniformément pour 0 <i< A,ona,si2<y<

) log'm «logi*! y-log! x-e™ /2 (ogx/logy) (3.2)
P;”m>)éy

Démonstration. 1l est clair que

y logm_ J mlif~i—td¢(t,y)<<l°fxw<x,y) r“’g w(t, ).

m>Xx m X
P(m)<y

X

En utilisant 'estimé (3.1), cette derniére quantité est

0 logi te” 1/2 (logt/logy)

« logixe—I/Z(logx/logy)+J dt =
t
X

— logi xe~ 1/2 (log x/logy) + Iia
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disons. Or
0 i,— 1/2(v/logy)| o Li—1,—1/2(v/logy)
. ve . v e
I,= f ge - V2tnoen gy, V¢ | _; J - =
logx _ 1 logx logx _ 1
2logy 2logy

=2log y-log' x-e~ 1/2Uoex/loed) 4 D ogy-i-T,_ .

En itérant le processus, on arrive a exprimer successivement I; en
termes de I;_,, puis de I, 5, et ainsi de suite jusqu'a I, qui vaut
2log ye ™ 1/20eex/loey) Ty oy Je résultat.

Pour démontrer le lemme qui suit, on fera appel au théoréme des
nombres premiers sous la forme

2! A—1)
S S S S )x+0( :i > (3.3)
logx log’x log®x log?x log"*1x

Lemme 3. Soit z un nombre réel positif, alors il existe des fonctions
dq(2),d5(z),...,d 4(2), d 4+ ,(z) bornées sur [1, o[ telles que

Z .l:dl(z)x+d2(z)x+“'+dA(Z)x+0<dA+1(Z)x>, (34)
b

pa<x logx log®x log# x log#** x
z<psgq
p=l(x)
1
avec d,(z) = szz;)?

Démonstration. Soit R,(x) la somme & évaluer. Si x est suffisam-
ment grand, on a I(x) < \/E, auquel cas

Rig= ¥ i= ¥ T 1=

pa<x P z<p<ix) P p<q<x/p

z<p<gq
psi(x)
1 n(p)
= ) -—alxp- ) —=I; I,
z<p<lx) P z<p<ix) P

Puisque 7(p) < p, on a trivialement

< Y o1 x

z€<p€yx

D’autre part, en utilisant le théoréme des nombres premiers sous la
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forme (3.3),0on a

¥, = 1 { x/p x/p

log(x/p) | log? (x/p) T
+(A—1)!x/p+0( x/p )}
log" (/p) " \log** (x/p)

1 1
Z -y —2=d1(z)+0(®>

z\pﬁl(x)P pzz p>l(X)p

z<p<Ix)P

Puisque

P’
et comme, pour chaque 1 <i< A4+ 1,
log'p log'p log'p log'p log'I(x)
T =L 7 - L 7 =L 5 t0 ’
z<psix) P p3z D’ p>lx) P pzz P I(x)
on obtient facilement (3.4), chaque fonction d;(z) (j=1,2,..., 4+ 1)

log'p
p2

étant alors une combinasion linéaire des expressions Zp%
i=12,...,A+1).

loglo
Lemme 4. Soit z un nombre réel positif et soit £(z) = szz 2%#,

p
alors

1 ¢ (logl k=2 1
y Ly Uoglogx) <1+0< >>+
Qreqic- 1 q1 Sx i logx (k_z)' loglogx

@< <qy
- ) (3.5)

2K g Sl(x)
Démonstration. Soit R,(x) la somme a évaluer. Pour x suffisam-
ment grand, on a

1
R(x)= ) — 1=
28 sSI ke gr-1q1 € /qk
qkéqk < Sq

+0<é(2) a
log x

2SS G \ae-1-q1 Sx/qi Q-1 g1 SX/qK
qr-1SSq gr -1 Sqy

gk~ 1 < gk
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z<qre$1(x) Gr- 1 <dqx Ge -2 01 S X/ G - 1
A-15g-25 Sqp

= Z i{ﬂk—l(x/‘bc)‘ Z ‘Z 1} =X -X

disons, ou 7;(w) = #{n <w:Q(n)=j}.
En utlhsant le fait que

7, () = X (log%ogx)"”(“ro( 1 )) (3.6)
logx (j—1)! loglog x

uniformément pour 1 <j< A4 + 1 (voir par exemple NicoLas [13]),
on a

1 X
Y Y — ¥ m, «
2 g SUx) Gr gre-1 < Qir -1

1 X _ _
< oy = X -1 (loglog (x/ququ— ;) 3«
<1x) Gk aie- 1 <ax JOZ(X/ Qi — 1)

x (loglogx)** ¥} ! ! &
x

2SI Qi an-1<ae Qe9r—1
loglo
)k—3 Z g g('Ik<<

2
zSqesSix) 4y

"xaog log x)*~3((z)),

puisque loglog(x/q,q, ) <loglogx et comme

1
1 (1 +0<loglogx>><< 1 '
log(x/qxqi-1) logx log x log x

De méme, en utilisant (3.6) avec j = k — 1, on obtient

, L x4 {(bg log (x/g))*~* }
¥= o + O((log1 . ’
s<ac<ien qx 10g(x/q,) (k- 2! ((loglog (x/qx))

laquelle expression, en procédant comme ci-haut, devient

k—2
x (loglogx) » i(l—i—O( 1 ))
logx (k—2)! 5:p? loglog x

En combinant les estimés de £’ et de Z”, la relation (3.5) s’ensuit.

4. Les démonstrations des théorémes 1 et 2

Avant d’établir la démonstration du théoréme 1, il nous apparait
opportun de mentionner que 'approche naturelle via la fonction
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¥,(x, y) ne donne pas le résultat escompté. En effet, on aurait alors

1 1
Sw=S 1 vy oyl v ooy odl-
p<vx D pm<x p<yxP ) m<x/p m<x/p
Pa(pmy=p Pomy=p P(m)<p

= Latlpr) Gl

En utilisant ensuite les estimés (1.6) et (1.7), de méme que (1.1), (1.3)
et (1.5), on arrive & montrer que S,(x) est de 'ordre de x/log x, sans
pour autant obtenir une formule asymptotique.

Aussi, notre raisonnement différe totalement de I'approche ci-
haute. Démontrons d’abord le théoréme 1. Puisque

1 1 X
= +0| ——— 1,
4g¥xpﬂm 43%xIEM) <bg““x>
Qin)>2

Qn) =2
Pam<i(x)

il est clair que dans le processus d’évaluation de Y 1/P,(n), il suffit de
considérer les entiers n < x pour lesquels P,(n) < I(x). On observe
ensuite que chaque entier positif n tel que Q(n) > 2 peut s’écrire de
maniére unique sous la forme

n=mr,

ou)(r) =2et P(m)< p(r) = P,(r)avec possiblement m = 1.Onadonc

S,(0) + 0(————log - >

1
- mZ P,)

Q(ry=2
P(m)< P2(r)<l(x)

1 1
m<x/logx r<x Pz(r) x/logx<m<x/4 r<x/m Pz(r)
P(m) < l(x) ﬂ(r) = P(m)<I(x) Qry=2

P(m) £ Pa(r ) I(x) P(m)< Pa(r) < l{x)

= T1(x) + T»(x),

disons.
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Avec l'aide du lemme 1, 0n a

x X

T,(x) « log x 1=logxyl = l(x) | « ————.

2(x) «log mgm g ¢<4 ()> og* T x
Pm)<i{x)

Il nous suffit donc d’évaluer T,(x). Avec le lemme 3, on obtient

x/m x/m
T = 1
1 (%) msgogx{ (P(m )) o8 (o/m ) d,(P(m ))log (x/m)
P(m) <l(x)
e GGy
A 0 dA+1P . 41
APt Py ) @D

D’apres le lemme 2 aveci=0,0on a

dl(P(m)) — Z l Z 1

— <<

2
m> x/logx m m>xflogx M p=Pm) P
P(m) < l(x) P(m) <I(x)

« Z lJ —0-lf<< D L « A1+1

3 .
m>xllogx M J py I m>xflogx MP(m)  log x
P(m)< l(x) P(m) < l(x)

On peut donc écrire
d,(P(m)) _

m< x/logx m
P(m) < I(x)

i 1 1
Z 2 _+O(i@m—x>' (4.2)

2 P(m) D

D’autre part, en utilisant 4 nouveau le lemme 2 et le fait que
chaque fonction d;(z) est une combinaison linéaire des expressions

1
Dopss opg OBPi-1,2,. .,4+ 1), on a, pour chaque entier j=1,2,...,
A+1,

Y Mlogim =0(L). (4.3)

m< x/logx m
P(m) < (x)
En développant I'expression a droite de (4.1) 4 la lumiére de (4.2) et
(4.3), le théoréme 1 suit.
La démonstration du théoréme 2 utilise essentiellement la méme
approche que celle du théoréme 1. Aussi, nous donnerons seulement
les grandes lignes de la preuve.
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Tout d’abord, puisque la relation (2.1) implique la relation (2.2)
dans le cask = 2, il suffit de considérer le cas k > 3. Comme pour la
preuve du théoréme 1, on peut se limiter aux entiers n < x pour
lesquels P,(n) < I(x). Or chaque entier n>2* tel que Q(n) > k peut
s’écrire de maniére unique sous la forme

n = mr,

ou Q(r) =k et P(m) < p(r) = P,(r). Il s’ensuit que

1 I D
2k<n<x Pk(n) mr<x Pk(r) m< x/2k r<x/m Pk(r)
Q) =k Qr)=k Q)=

Pr(n) <l(x) P(m) < Pr(r)<Ux) P(m) < Pi(r) <I(x)

En séparant cette derniere expression en deux quantités, selon que
X

x x
m<——ou que ———<m<2k

log x log x
pour évaluer la premic€re quantité, la deuxiéme étant évidemment
négligeable, on obtient

, et en utilisant ensuite le lemme 4

B x/m  (loglog(x/m))k~2
Silx) = msg/:logx dl(P(m))log (x/m) (k—2)!

y <1 4 0<d1(P(m)) + i(P(m))>> +
loglog (x/m)

x/m
0 —
(mszx/zk log (x/m)

ce qui meéne facilement & 'estimé (2.2), achevant ainsi la preuve du
théoreme 2.

(log log (x/m))*~ 3>,

5. Les lemmes en vue
de la démonstration du théoréme 3

Lemme 5. Soit Q un ensemble de nombres premiers de densité
0 < 0 < 1 satisfaisant (1.10) et soit Y(x, Q) le nombre d’entiers positifs
n < x n’ayant aucun facteur premier en commun avec les éléments de Q.
Alors il existe une constante positive c(Q) telle que

X <1+0< 1—)). (5.1)
(log x)° loglog3x

T(x,0)=c(Q)
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Démonstration. 11 est mentionné dans GoLDSTON et MCCURLEY
([7], formule (6)), que

e x 1\! 1
Y(x,Q)= — J]{1=- 140 —— 1} (5.2
I'(1 —d)logx psx r loglog 3x

Or, puisqu'’il existe des constantes D et D, telles que

1 1
Y —=loglogx+D+0< )
logx

PEx

(voir HARDY et WRIGHT [8]) et

1 1
Y —=510g10gx+DQ+0< )
p<x D log x

peQ

(voir [6]), alors on a

1! 1
[T{1—] =exp =) log{l—-]}) =
psx P psx p

p¢Q p¢Q

1
=exp | Y, +Z~———exp Z——Z_ Z’“’ =
p<xP psx p<xD ps<xP p<xmp”

p¢Q péQ peQ r¢Q
mz2 mz2

=exp (loglogx+ D —dloglogx—Dy+ Y, —~1-+0< ! )1 =
mizmp’" log x j
r¢Q

= exp {(1 —d)loglogx + Ey + 0( ! >},

log x

‘ 1 .
onEy=D—Dy+ Zmzz,pm m—p’” Il ’ensuit que

-1
I_[ <1 _l =(logx)1—5eEQeO(1/logx):
pPE<x

r¢Q 1
=eEQ(logx)‘”‘3<l -4—0(—)). (5.3)
log x

En combinant (5.2) et (5.3), on obtient (5.1), ce qui termine la preuve
du lemme 5.
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Dans ce qui suit, on notera

L,(x)= . (5.9)
Lemme 6. Pour 2<y<x,ona

1 &< log y.e—(Ln(x)/Zlogy)_
d> eL1(x)

Pd)y<y
Démonstration. En utilisant le lemme 1, on a

s Lo r’ ey _vey r’ VD)

d;(s;:‘"" eL1(x) L1Ge)
<
¥

eL1(x) t t
« e~ Lax)2logy) 4 logy.e-(Lx(x)IZ logy),
ce qui termine la preuve du lemme 6.

Lemme 7. Soit Q un ensemble de nombres premiers de densité
0<é < 1satisfaisant (1.10) et soit w(x, y, Q)=#{n<x:p(n)>y A p|n =
= p¢Q}. Alors, uniformément pourxzy=2x=eona

(%3, Q) = c(Q)——; { I (1 - 1) +0(log y-e_(’“l""/“"i”))} y
p

(log x)‘i Psy
p¢Q

x<1+0< ! >>+0(10gx'!ﬁ(x,y))+
loglog x

X
0 lo .e—(Lx(x)/Zlogy) , 5.5
<(log logxf =) ) )

ou c(Q) est la constante du lemme 5. En particulier, pour y < log x,ona

@(x,y,0) = c(Q) — 1‘[(1—1)(”0( 1 )) (5.6)

(log x)’ 5<y p loglog x
peQ

Démonstration. Soit A = A(y, Q) I'ensemble des nombres naturels
n dont le plus petit facteur premier est supérieur a y et n’ayant aucun
facteur en commun avec les nombers premiers dans Q. Soit y,(n) la
fonction caractéristique de A = A(y,Q), de sorte que w(x,y, Q)=
=Y <. xa(n). Alors on a, pour s > 1,
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§ 140 _ (1_13)‘; H(l—é)—l‘ﬂ(l—é)' (5.7)

n=1 N p>y P p¢Q p pSy
p#Q peQ

Soit N(Q°) le semi-groupe multiplicatif engendré par les nombres
premiers qui ne sont pas dans . Dénotons par yn- la fonction
caractéristique de I'ensemble N(Q¢) et par y, 4la fonction définie par

_jun) sipln="“p<yetp¢Q”,
l”'y,Q(n) -
0 autrement.

Avec ces notations, la relation (5.7) devient

Z x4 & xnge®™ L iy
y As =Y N(Qs) -y st '
n n=1 n n=1 n

n=1

Or, cette derniére identité nous permet d’écrire que

o(x,y, Q)= Z xa(n) = Z (iy,0* Xnege)) (1) =

=Y wold X anealdd)=
d<x d2<x/d

- %+ % o+ 3 -
d<elitx)  gLix)<d<x/logx x/logx<d<x

= 21 + Ez ‘!" 23, (5.8)

disons, avec L,(x) définie en (5.4), ou * est utilis¢ pour dénoter le
produit de Dirichlet de deux fonctions arithmétiques.

Nous évaluons séparément les sommes %, i = 1,2, 3, et comme on
le constatera, la principale contribution viendra de X,.

Tout d’abord, on a trivialement, en notant (d, Q) = 1 pour signifier
que d n’a aucum facteur en commun avec les éléments de Q,

Zy= Z wd) Z XN(QC)(dZ) <

xflogx<d<x dr S x/d
Pd)y<y
@.Q)=1

«<logx Y l<logxy(x,y). (5.9)

x/logx<d<€x
dy<y

D’autre part,
Z,= Z Hy,o(d) Y Ineslds) =

eli(®) <d < xflogx dx<x/d
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= ¥ uy,Q(d)-Y(g,Q).

el1x) <d< x/logx

Puisque d < x/log x, alors x/d > log x - co. On peut donc appliquer
le lemme 5 et obtenir

: i marn))1 -
%, = +0[ ———— ) )=
eL](xK;Sx/logx”y e (Q){(l og (x/d))’ loglog (3x/d)

- L e}
= - +0ol—
em(x><§sx/1ogx'uy old)e (Q){(l og(x /d))"( logloglog(3x) <\<

X 1

(8

- < El
(loglog x)’ erie) <as xrogx d
P(d) <y

puisque pour d < x/log x, on a log(x/d) > loglog x. En faisant appel
au lemme 6, on a alors

K ————log y-e™ F1(0iZlogn) 5.10

(loglog x)° 8J 10

Pour évaluer X, on procéde comme suit. Tout comme pour
I’évaluation de Z,, on peut faire appel au lemme S et ainsi obtenir

= Z Hy,Q(d) Z XN(QC)(dZ)z Z .u'y,Q(d)'Y<§’Q>=

d<el1(x) d2<x/d d<el1(x)

_ x/ 1
‘,,sfém“”l(d){ Qe iy /d))"( +0<1og10g(3x/d)>>}'

Puisque d < e*™, on a
]
5 o lioes)) g licgigs)
(log(x/d)y’ (logx)’ log x (log x)° loglog x
loglogx>'

et

loglog 3(x/d) = loglog 3x + O(

C’est pourquoi

el 5.4
' (log x)* t+o loglog x t+o loglog 3x Kezm d =

(5.11)
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Par ailleurs, en faisant a nouveau appel au lemme 6, on a

Hy,0(d) _ 5 md) Z u(d 5 ud)

d<eLi(x) d d<eLl1(x) d =1 d> eL1(x) d
Pdy<y P(d) <y Pd)<y
d,0)=1 (d, Q)= @.Q1=1
|
-1 (1 __) v L)
p<y 14 a>ebio d
p¢Q Pdy<y
=11 (1 ——) + O(log y-e ™ V2WLifleer)y  (512)
pSy p
p¢Q ’

En substituant (5.12) dans (5.11), et en ramenant ce nouvel estimé de
%, avec ceux de (5.9) et (5.10), dans (5.8), on obtient (5.5). La relation
(5.6) découle alors facilement de (5.5) en prenant y < log x.

i
ZQ(J’): H <1 __>'
pSy p
¢Q

14

Lemme 8. Soit

Alors

(i) Lorsque y— o0, il existe une constante v, telle que

_ Yo R
oy = (logy)l"‘*<1 * 0<logy>>'

(1)) Lorsque x — <o,

lo(P(m)) & lo(P(m)) (“1_)
,,,Z mP(m) ,,,; mP(m) +0 '

<x
P(m)e P{m)eQ
P(m)<logx

Démonstration. La partie (i) découle de (5.3). Pour obtenir (ii), il
suffit de remarquer que l,(P(m)) < 1 et que
1 1 1

Pom) > logx MP(M)  p>Togx p2 Pm<ph

- izn<1—1)_1<< y logr |

5 .
p>logx D7 g<p q p>logx D log x
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6. La démonstration du théoréme 3

Tout comme pour les sommes Y 1/P,(n), ce sont les “petits”
facteurs premiers qui contribuent principalement au terme principal
du développement asymptotique de )’ 1/P(n, Q). Cela apparaitra plus
clairement dans la démonstration du théoréme 3 que nous abordons
maintenant.

Soit donc Q un ensemble de nombres premiers de densité positive
0 < 1 satisfaisant a

0% Y 1=5Li(x)+0< x > 6.1)
p<x,peQ IOng

ou Li(x) = |} dt/logt, pour une certaine constante B > 2, et définis-

sons

P(n, Q) =max {p:p|n A peQ}, (6.2)

avec les conventions P(1, Q) = 1 et P(n, Q) = + oo si aucun des facteurs
premiers de n n’appartient a Q. GOLDSTON et MCCURLEY ([7]) ont
démontré que

YL 1=xpa(u)(1+0(l——1——)) 6.3)
ogy

n<x
Pmn,Q)<y

uniformément pour u > 1 et y = 3/2, ou p4(u) est la solution continue
de ’équation diftférentielle aux différences

ups() = —opslu—1  (u=1), (6.4)

avec la condition initiale ps(u) = 1 pour 0 < u < 1. (La fonction p,(u)
ne devra évidemment pas €tre confondure avec la fonction p,(u)
donnée en (1.9); le contexte sera toujours assez clair). GOLDSTON et
MCcCURLEY ([6]) ont également obtenu que

05(u) = e 1(1+0<1>). (6.5)
u

(1 —d)u’

Une maniére naturelle d’entreprendre la démonstration du
théorém 3 serait donc via I’estimé (6.3) en écrivant

1 1 1 1 X
Pl en!t s iaph(ie)
qoSnSxP(n, Q) psxP n<x p<xP mp<x p<xpP 14
peQ PnQ)=p peQ  P(m,Q)<p peQ
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Comme il est clair qu’il suffit de considérer les nombres premiers pe Q@
pour lesquels p <log x, on obtient, en faisant appel a (6.3) et (6.5),

1 1x logx —logp 1
Lt B ol )
go<n<x P(n, Q) pépé(égxp p logp logp
$24 é
= (1 + o(1))—2 x (ogp)®

I'(1 —6) (log x)épﬁlogx pz
peQ

(o) o))

1 . X
©<"<*P(n,Q)  (logx)”
suffisant pour deduire (2.3). Nous allons donc procéder autrement.

Comme on I’a mentionné ci-haut, il suffit de considérer les entiers
positifs n < x pour lesquels P(n, Q) < log x. D’autre part, compte tenu
des estimés (1.2) et (1.5), on peut également se limiter aux entiers
positifs n < x pour lesquels P(n, Q) < P(n). Cest pourquoi,

De ceci, il découle que | ce qui n’est pas

1 1 X
oo o) e
qoSnSxP(na Q) qoSn<x P(n, Q) IOgX ( )

P(n,Q)<logx
P(n,0) <P(n)
Il nous suffira donc d’évaluer la somme a droite de (6.6).
Tout entier n tel que P(n, Q) < P(n) peut s’écrire de maniére unique
sous la forme

n=mr,
ou(r,Q) =1, p(r) > P(m)eQ. On a alors
1 1 1

gosSn<x P(n, Q) mr<x P(m) m<x P(m) r<x/m
P(n,Q)<logx (rQ)=1 P(m)eQ r,
P(n,Q)<P(n) p(r)>P(m)eQ P(m)<logx p(r}>P(m)
P(m)<logx

= 3 —1~w<f,P(m),Q) =
m m

P(m)<logx
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-y + Y + v =

m<eJlogx)  gJ(logx) <m< xe—V(logx)  xe-v(logxX)<m<x
P(m)eQ P(m)eQ P(m)eQ
P(m)<logx P(m)<logx P(m)<logx

= U (x) + U,(x) + Us(x),
disons. Il est clair que, en raison de I'estimé (1.5) de L(x),
xevogx) < X )
U.(x) « e”los =0 .
() méx P(m) e*/ (2logxloglogx) (log x)’(loglog x)

D’autre part, en utilisant la formule (5.6) du lemme 7, on a

U,(x) « L xm
Vo) < m < xe - vitoz=» P(m) (log (x/m))°
« X Y ! «—2 ) de «
(/1og x)? et <m<x MP(m)  (,/log x)*J svuoss TL(T)
xlogx x (log x)* %2 X
(\/@)aL(eJ(1ogx)) - \/(J(logx)loglogx) - <(10g x)" loglog x)'

Il nous suffit donc d’évaluer U,(x). Pour ce faire, on utilise la
formule (5.6) du lemme 7 (avec y = P(m) < log x) et le lemme 8, et on
obtient

B L P, ) Y (SR B\
U,(x)= mSe;mg") P {C(Q)m (log(x /m))a(l + O(log log (X/m)> ) }

P(m)eQ
P(m)<logx

lo(Pm))
(log X)? m< evitoe mP(m)
P(m)e

P(m)<logx

g (1 " 0(%))0 ’ 0<log110gx>> -

~ 1 x & Iy (P(m))
—C(Q)(l+0<10g10gX>>(10gx)”P%1Q mP(m)

Ceci termine la preuve du théoréme 3.

=c(Q)
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7. Une généralisation

Dans un article récent, DE KONINCK et MERCIER ([3]) ont comparé
les comportements asymptotiques des sommes ) , ., f(P(n)) et
Y.< S ou f est une fonction fortement additive satisfaisant
certaines conditions minimales. Il s’avére que certains de leurs
résultats obtenus pour ) , . _  f(P(n)) peuvent étre étendus a I'étude
des sommes szs,lsx,mn);kf(Pk(n))etzqo<n<xf(P(n, Q)):c’estceque
nous avons fait en (2.2) et (2.3) dans le cas f(x)=1. En utilisant
essentiellement les mémes techniques que celles élaborées dans les
sections 3 4 6, on peut généraliser les estimés (2.2) et (2.3) et obtenir

. 1 L.
quesi f(x)= L0 avec p > 0, alors il existe des constantes A, telles
x?L(x

que, pour chaque keN,

x(loglog x)* 2
T (P~ 2y BN
zs(ﬁ)n;kx log x
et une constante #'(Q) telle que
X
P(n,Q))~7n' X — c0).
qogsxf( (n,Q)) n(Q)(logx)é (x— c0)

11 en est de méme lorsque p =0, mais cette fois avec la condition
additionnelle

logp
» PL(p)

< 4+ 0.

8. La valeur médiane
des plus grands facteurs premiers

Théoréme 4. Soit Q un ensemble de nombres premiers de densité
0 < 6 < 1 satisfaisant a

def . X
n(x,Q)~p;Qxl—5L1(x)+0<10g8x>, (8.1

pour une certaine constante B > 2. Alors la valeur médiane de P(n, Q)
pour les entiers n< x est n**°Y oii i est la solution unique de I'équation

<l>_1
Ps )"
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Démonstration. Parmi les nombres ke ]0,1[, on cherche celui
pour lequel

X
Z< ; I~ 8.2)
¥ 00 Pm@=p

Evaluons donc 'expression a4 gauche de (8.2). Compte tenu de la
définition de ¥r(x, y, Q) et de 'estimé (6.3), on a

3= 3 3 - % uine)-

x*<p<x n<€x xk<p€x mp<x x¥<p<x
peQ  Pm,Q)=p peQ  Pm.Q)<p peQ

- 3l el
wizexp ‘\logp logp
peQ
ol (5
logx/ /) x<p<xp P logp
Q

, (logx 1)
X é -
=x<1 " o(L» f o8t e, 0)=s,
log x o t
8.3)

disons. En utilisant une intégration par partles et en faisant ensulte
appel a (8.1), on obtient

(ol )

logx logx
"p"(logt_1> xp"(logt_1>
5_[ OBl o J—-———g—-—dt =
«  tlogt ~  tlog’t

) (logx 1)
= ( 1+ o<—i—)>x5 f _\ogt /o), (84)
logx .

tlogt

. ) log x )
disons. En effectuant le changement de variable u = Tg-;’ I’expression
og
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I devient

I1=56 J ” ps(u— 1)%?. (8.5)

1
Puisqu'on a
upyu) = —op,s(u—1),
la relation (8.5) devient
1/x
I= J — pyw)du = —p, )|} =1 — ps(1/x).
1

En substituant cette derniére estimation de I dans (8.4), on obtient
S =1+ o(1))x(1 — ps(1/x)).
Compte tenu de (8.2), le nombre x doit satisfaire a

1—py(1/x)=1.
Le nombre « cherché est donc 'unique solution de

1 1
Pa(;) = 5’ (8.6)

Remarque. 11 découle de (6.4) que pour 1 <u <2, on a p,(u)=

comme il fallait démontrer.

1 . .
> onal <— <2, cequiveutdireque
K

21l

et donc en combinant ceci avec (8.6), on obtient

Kk =e (/29 (8.7

=1—4dlogu.Orpourd = L
2log

Donclorsque la densité é de Q satisfaita § > oo la valeur médiane
0g

de P(n,Q) est n*"°W, oi x =e~ /2P, Par ailleurs, pour les petites

valeurs de 4, k devient trés petit et 1/x trés grand; alors, d’aprés (6.5),

&

e’ 1
r(l—o)u (4~ o)

ps(u) ~
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() Fise
B K.
P\ ) T =9

En combinant ceci avec (8.6), on obtient

e’ 1

L
' — o)

et

k

2

ce qui entraine que

C I — o) = exp! ]
K~§/—6( (1-9)) —ﬁexp glogl"(l——é) .

Or, puisque
limlogF(1—5)=lim_F(1—5): ’
50 0 -0  I'(1-9)
ona
e Te’ 1

AR T T
un comportement différent de celui exprimé en (8.7).

Théoréme 5. Pour chaque entier k = 1, la valeur médiane de P, (n)
_ pour les entiers n < x est n**°Y) on k = k(k) est la solution unique de
léquation

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du théoréme
4, compte tenu de ’'analogie marquée qui existe entre les relations (6.3)
et (6.4) d’une part et les relations (1.8) et (1.9) d’autre part.

. 1 1
Remargue. Puisque p(u)=1—logupour 1<u<2,ona 5: p <—> =
K

=1+logk, dou kx=x(l)= un résultat déja obtenu par

1
Je
WUNDERLICH et SELFRIDGE ([16]). En utilisant les tables donnant les
valeurs de p,(u) (voir [14]), on obtient k = x(2) = 0.21... une valeur
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qui améliore I'estimeé k = 0.24 obtenu empiriquement par WUNDERLICH
et SELFRIDGE ([ 16]).
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