Acta Math. Hung.
56 (3—4) (1990), 211—224;

FONCTIONS ARITHMETIQUES TRONQUEES
J. M. DE KONINCK (Québec) et A. MERCIER (Chicoutimi)

1. Introduction

Soit m=0 un entier. Pour n=1 un entier, on dénote par w(n) la fonction
arithmétique qui désigne le nombre de nombres premiers distincts qui divisent # et
par u(n) la fonction de Mdbius. Pour obtenir une approche générale de la méthode
du crible combinatoire [3], on doit, par exemple, utiliser I'identité

1
Z u(d)*(—l)"’[ - ]

co(d)S m

D’une fagon générale toutefois, il n’est pas facile de trouver une formule fermée
pour les sommes > g(d), ol g(n) est une fonction arithmétique arbitraire.
dln

a(d)y=m

Par exemple, pour g(m)=1, on a pour n=pf ... pj*

> l=14+ 3 o+ 2> w0 oot
dln 1=i=k I=xi<j=k l=i<j<r=k
o(d)=m

ot 2 o v
1gij <o <i,=k
En posant ]] (1+at)=1+ 2’ a;(oy, ..., ) et en définissant le polyndme
A0y 5 oney O3 t) de degré m (m<k) par
mn .
Gn(otys s 03 ) =1+ 21' a(ogs - ) 1

on obtient
> 1 =q, (0, ...0q; 1)

djn
a(d)=m

Dans le cas ol # est libre de carrés, cette derniére identité devient

S 1=gu(hl, .1 1) = [’8]+(’1‘)+ +[:1] _

dln
o(d)=m

— om J—
=2 +1'212 1[’”'”*]’)’



212 J. M. DE KONINCK and A. MERCIER

d’aprés ([5, p. 130]). Ceci nous ameéne & poser
) gn(n) = %’ g(n/d)
o(d)=m

ol g(n) est une fonction arithmétique connue. Les résultats que nous obtiendrons
concernant g, (n) vont nous permettre de généraliser quelques résultats d’Alladi [1]
lesquels sont utiles pour obtenir des informations sur le plus petit et le plus grand
facteur premier de n. De plus, quelques généralisations de certains théorémes de la
théorie élémentaire des nombres seront obtenues.

2. Quelques lemmes

LemME 1. Soit m, r et k des entiers non-négatifs satisfaisant a r=k+m. Alors

ona
r—m
> 1= [ . ] .
m-1=Ei<iy<.o<ip=r
, . . . ) r—m
DEMONSTRATION. Puisque le nombre de «#—m» objets pris k 4 1a fois est ( k ) ,
le résultat est immédiat.

LeMME 2. Efant donnés m, r et k des entiers non-négatifs satisfaisant a r=k+m,
et soit (a;) une suite d’entiers telle que a,=2 pour chague i. Alors

L (j-m—1
a; = Z (Jk—l }aj.

milsij<iy<...<i=r J=k+m

DEMONSTRATION. On utilise un raisonnement par induction sur k. Pour k=1,
le résultat est trivial. Pour k+1, ona

(2) 2 iy =

MA1Si <o <y 4 =P m+1=i,=r—k [i1+1§iz<"'<ik+1§"

L 1)

et en utilisant 'hypothése d’induction, la somme de droite peut s’écrire sous 1a forme

Lo(j—i—1
> [ 2 (73 ")a).
L . mYy1=i=r—k \y=k+i;
Adinsi (2) devient

3) > iy = > (j_,;’ffz]aﬂr > (j};’fluz']aﬁ...

m-l—léi1<..-<ik+1§r J=k4+m+1 J=k+m+2

- Z(J r+k-1)

a;.
Soit O0=n=r—k—m—1, alors le coefficient qui multiplie a4, ..+, est égal &
nil(k+n—j k+n
5[ =1
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FONCTIONS ARITHMETIQUES TRONQUEES 213

Dans ce cas, (3) devient

r—k—m-—1 k+n r —m—1
Gy = 2 ( k )ak+rt+m+1 = X (j 2 )aj,

mt1=i<.o<ig, (=r n=0 J=k4+m-+1

ce qui démontre le résultat.
LemME 3. Soit k et ¥ des entiers positifs tels que r=k. Alors pour chaque entier

s€[1, k], ona .
T i e 2

1§i1<"'<’s<“'<1kér J=s

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 1, on peut écrire

r— i
4, = k—s
Isi<..<ig<<ip =y 1=i<.<ig=rts—k
et en utilisant le lemme 2, on obtient le résultat.

LEMME 4. Soit n et m des entiers non-négatifs. Alors pour tout entier positif k,

ona
v ()= colula)

DEMONSTRATION. Puisque

Zev ()= Z e {0+ -

- Sew () () Few () (ER

alors en utilisant cette égalité ainsi que I'induction sur a, on obtient le résultat.

3. Séries de Dirichlet

Si dans (1), on remplace g(n) par p(n) alors il s’ensuit que

@ tm (1) = dZ w(n/d).

ao(d)=m
Il est immédiat que pour m=w(n), (4) devient p,(n)=> u(d), tandis que si
din
m=0, py(n)=pn(n). Cependant, 'équation (4) peut s’écrire sous la forme

(1) = %#(n/d)ﬁ(d)

qui est équivalent &

1
© 3 @) = 5 = |,

si o) =m

si w(n) =>m.
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214 I. M. DE KONINCK and A. MERCIER

RemarqQuE. Lorsque m=0, (5) se réduit & un résultat connu:
si n=1
si n=>1.

= ={(1)

Soit «, ’abscisse de convergence absolue des séries de Dirichlet, alors pour Re s>0,

ona
(Zum(n)}(i_l_)zZ(zum(d)]: = 1

= >
Y n’ n=1 n=1 n

a(m)=m

ns

On définit maintenant formellement {,(s) comme étant la sériec > -—, ce qui
n=1 n
A a{m)=m
nous permet d’écrire

(6) g’ m (n)

HS:) ‘ Cm(s)'

Ms

n=1

]

11 est facile de voir que (y(s)=1 et que lim {,()={(s) on {(s) désigne la fonc-
tion zeta de Riemann. Généralisons Iidentité obtenue en (6).

THEOREME 1. Pour Res=>uw,, ona

Sa0_ 550

ou
gu(n) = 2 g(n/d).

n
N=m

Q.h.

DEMONSTRATION. Ceci est immédiat d’aprés lidentité g, (n)=(g*B)(n), ou
* désigne le produit de Dirichlet et f(n) la fonction définie en (5).

COROLLAIRE. Pour Res=>1, ona

> d(n)

n=1

ou d,(n)= ‘%' d(n/d) et d(n)=‘% 1.

n
od=m

= 2(5){u(9),

COROLLAIRE. Soif f et g des fonctions arithmétiques arbitraires et soit h(n)=
= > g(d) f(n/d). Alors pour Res=0oy, ona
dln

- (2 el fiid) .

b [i—-n————] =, 320

n=1 =1 N
o gu()= 3 501l

o(d)=m
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FONCTIONS ARITHMETIQUES TRONQUEES 215

DimonsTrATION. En utilisant le théoréme 1, on obtient

2 &n(d)f(n/d) - w
=& S gn(m) & fln) g(n) f(n)
ngll[ l n® ——J - né; n ng; o () 'El ne gl' n’

ce qui démontre le résultat.

4. La fonction y,, (1)

THEOREME 2. Soit n=1 un entier. Alors pour tout entier m=0, on a

) = (PO o)

DiMONSTRATION. D’aprés (5), il suffit de montrer que

A (w(clz—l] u(d) = {(1) 5% w(n) = m

Firs si o(n) =m.

Puisque (—ml):(— )™, alors pour n=1 on a le résultat. Soit n=>1 et supposons

que | =w(n)=m. Si | <d|n, alors [w(‘g”l]=o etainsi 3 (—1)" (‘”(‘2“1) w(d)=
dln
d=1
=0. Cela prouve le résultat pour 0=w(n)=m. Supposons maintenant que w(n)=m.
En posant n=p} ... pf, k=m+1, alors pour l<d|n, il suffit de considérer les

diviseurs «d» ayant la forme d=p,...p;, m+1=j=k. Ainsi, on peut écrire

ﬁemﬁﬁ”ﬁ@=

m+1=

> 1+...+(—1)k[k;1]

I=sip<ce=tiy, 5k

et d’aprés le lemme 1, on obtient

z e (7w —{{o)- (") ) e () -

i k—m—1
(k—m—
k! k—m—1 (_ l)l [ i ]

T ml(k—m—1)! i;.; m+1+i

Mais en utilisant les fractions partielles, il est facile de montrer que

(k—m—1
-1 ("1)’{ i )_ (k—m—1)!
5 m+1+i T (m+)(m+2) .k

e résultat pour w(n)=m. Ceci achéve la démonstration du

k—

3

M

i

— !

et ainsi on obtient
théoréme 2.
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216 J. M. DE KONINCK and A. MERCIER

THEOREME 3. Pour chaque couple d’entiers r=0, m=0 on a

> @ = 3o (71 (09).
dln j=0 J
o(d)=r
DEMONSTRATION. Puisque
—1
2 Hm(d) = ('— 1)m+r (r ) 2 13
(:ill)n—_ m 1=si<..<i, =k

ot k=w(n), alors d’aprés le lemme 1 on obtient

) = (- (%)

od)=r

et ceci démontre le résultat.

RemMARQUES. 1) Lorsque m=0, on obtient l'identité déja mentionnée dans

Iintroduction, 4 savoir

> =1 (“O7.

o(d)=r

2) En utilisant Dlidentité (wﬁ.n))z(a)(n).~l)+[w(n) 1], Pexpression du

J j—1

théoréme précédent devient
1 si r=m

(— 1)m+r,('";41) "‘5‘1@

=) J

Z H(d) =

w(d)<r

D’aprés le corollaire 2, on peut écrire

S,{ng(d)f(n/d)] S( > th)) 50,
- = o(d)=m

nS

M

n’

et ceci nous permet d’énoncer le résultat suivant.

THEOREME 4. Soit n=1 et soit f une fonction airthmétique arbitraire.

pour tout entier m=0, ona

(uznum(d)f(n/d) = ‘”Zn g(n/d)
a(dy=m

ol g(n)=% w(d) f(nfd).
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FONCTIONS ARITHMETIQUES TRONQUEES 217

THEOREME 5 (Inversion de Mobius). Soit n=1 et soit f et g deux fonctions
arithmétiques arbitraires. Alors pour tout entier m=0, on a

% tn(d) f(nfd) = (1) © fru(1) = ‘”anm(d),

Ju(®) = %f(n/d) et gu(n)= 2 g(n/d).

dln
o{dy=m old)=m

DEMONSTRATION. Soit /(n) et f(n) deux fonctions arithmétiques définies par

I(m)=1, pour tout n=1 et ,[)’(n)z{(l) : gggiz; Alors on a (p,+f)(n)=g.,m)

ou encore

((I* )+ ) () = (1 g) ().

En utilisant (5), cette derniére identité est équivalente a

Bxf)(n) = (1% gn)(n)
;IZn' f(njd) = %gm(d)

w(d=m

ou éncore

ce qui donne le résultat.

5. Identités contenant la fonction u,,(n)

L’objet de cette section est centré sur P'étude des sommes de la forme

2’ Un(d) f(d) dans lecas ot f estune fonction arithmétique choisie. Si 0= (n)=m,

11 est immédiat que Z’ (@) f(d)=f(). Supposons maintenant que w(n)=>m.
dln

En posant n=pf ... p%, k=m+1, alors pour d|n, d=1, il suffit de considérer les
diviseurs «d» ayant la forme d=p,...p;, m+1=j=k. Done

®) S DD == 2 Sy Pt
a>1 =i =
m+1 (k1Y
+[ m )1§i1<...<im+2§kf(pi1"'pim+2)+"-+(" 1)k+ [ m )f(Pl---Pk)-

Dans le cas oit f(n)=p,(n), (r=1), ol p,(n) désigne le «#» idme plus petit facteur

premier de n. L’équation (8) nous permet d’obtenir une relation intéressante qui

lie > u,.(d)p.(d) avec une expression impliquant la fonction PB(n), qui désigne
din

le «r» iéme plus grand facteur premier de n. Plus précisément, on démontre le résultat
suivant :
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218 J. M. DE KONINCK and A. MERCIER

THEOREME 6. Soit n=1 et k=w(m) alors pour tout entier m=0, on a

% tn(d)p,(d) =

(___ 1)m+r+k k+r—m—1 ; i—1 k—1i m
r—1 '
si 1=r=m+l

k fi—1 r—1 .
(—1ymtrk 2> (~1)'(r_1](m’_ _‘_i)Pk_iH(n) si r=m+l.

i=max {r,k—~m}

il
U S

DEMONSTRATION. Soit 1=r=m+1 et posons f(n)=p,(n). Puisque p,(1)=0,
alors pour w(n)>m, I'équation (8) devient

m-+1
Z’ .um(d)pr(d) = Z pi,-+( ) 2 pir-'
dln m I=ij<<i<o<i, .=k

iSij<oo<i<o<i, =k

__(m+2

I=ii<-o<ip<o<ip .=k

k—1
pir+"'+(_" 1)m+k[ m )pH

et en utilisant le lemme 3, on peut écrire

gum(d)pr(db
k+r—m-—1 ]_1 k"__] m+1 k+r—m—2 ]—-1 k__]
=7 Jé (r—l](n1+1—r]pi+( m) ,-g; (r—l)(m+2—r)pi+"'
(k+r—i—=1y L{j—-N\(k—Jj k—1
...+(—1)k+f—m—l( ! ]jg;(i_l] [k__Jl-]pj—l—.,.+(—1)"+'”( I ]p,.

Or le coeflicient de p;, 1 =r=i=k+r—m—2 estégal a
i—1 k—i i—1)(m+1 k—1i
“Wr=1)im+1—r) 7 r—1 m m+2—p) T
remeiq (EFr—i—=1) (i1
) al 1( m )[r—l)} =

)E )

i=0

(lr:ll) (mlffll—r] k+r-§,—i~1 “ l)j(m+j) (k+r*n_’t—l'— 1)

= - m i~ r____]_ J
r—1
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FONCTIONS ARITHMETIQUES TRONQUEES 319

et d’aprés le lemme 4, ce dernier terme vaut

i—1 k—i
(r—l%[;’l;l—)l"r] (= D)kt —m—i (m+n;_k)-
r—

De plus, le facteur de py.,_,,—1 st _[k—i-r—m-—

r—1 2), d’ou pour 1=r=m+1 ona

k+r—m—2
St @@ =" T T Prremeat
dln

(= Lyfrmar ko2 i—1 k—i m _
+ [ m ) i=max{Zr,'k—m} (—1) ( ](m—}—l——r) (m‘}‘l—k)pl N
r—1

_ (_1)k+m+r k+r—m—1 : (i k—i m
o [m) tniBonm )( J(mﬂ r)(m+i—k)”"
r—1

et ceci est le résultat de la premiére partie.
Supposons maintenant m+1=r=w(n)=*k, alors (8) devient

‘%' () p(d) =
=(-1)"'+'[",;1] > p,-r-i—(—l)'"““(,},;] S pt.

1=i,<...<i . =k 1=i<.o<i, =k
k—1
__1ym+k
hid +( 1) ( m ) pr .
En utilisant le lemme 3, cette derniére identité devient

Zm@p@ =0 () 201

st () 2 () () oo (5

=r

Par conséquent le facteur qui multiplie p;, r=i=k—1 est

o ()G G (e (T -
o (124 e () ()

et en utilisant le lemme 4, ce coefficient est égal 4

marsiit [E—1 r—1
om0 (L0
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220 J. M. DE KONINCK and A. MERCIER

Ainsi on obtient

‘”Zn () p.(d) =

Lo ) e e () (e

i=max {r, k—m}

et ceci achéve la démonstration de ce résultat.

Le prochain résultat est un cas particulier du théoréme 6 et a été énoncé par
Alladi {1].

COROLLAIRE. Soir #=1 un entier. Alors pour tout entier m=0, on a

2 Kd)p ) = (-1 (7Y B

et
; (D) p1(d) = — P11 (n).

Inversant les roles du plus grand facteur premier et du plus petit facteur premier,
le théoréme 6 devient

THEOREME 7. Pour tout entier m=0, on a

dlZ",' En(d) F(d) =

r—1

(_ l)m+"+k ktr—m—1 ; l-__l k___l- m
( i ] "=ma»%k—m> b [r——l] (m+1—r) [m+i—k)” kx1-4(7)
si 1=r=mt+il

l(— 1) iad Zk' (-1 (;ill) [m::;ik] Pis1-i(m)  si r=m+l

i=max {r,k=m}
o k=wn).

Encore une fois, le résultat snivant déja obtenu par Alladi [1] découle immédia-
tement du théoréme 7.

COROLLAIRE, Soit =1 un entier. Alors pour tout entier m=0, on a

Zu@ra) =1 ("7 e

et
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FONCTIONS ARITHMETIQUES TRONQUEES 221

THEOREME 8. Pour tout entier m=0, on a

ﬂZn'ﬂm(d)u(d)=
! si wn=m
— m (=D o(n)! ; 2w(n)+j——m—-1__1]
177 [1+W2( g (m+1—f)m
si co(n)>m_

DEMONSTRATION. D’aprés (8), on a pour k=w(n)=>m

Sup@=—- 3 (i) s e

1= <oe=<iy 1=k 1=ii<<iy,, o=k

("7 2 s (S,

ish<..<i, =k

d=1

et en utilisant le lemme 1, on a

= i (Du(d) = (- 0 B () (1) =

j=

d=>1
(k—m——l]
. k! k—m—1 j B
=D mlik—m—1)! &  m+1—j
k! _ ( m )2"‘"‘_1+j~1
— (. 1\m —_1)ym+i—i — e
=D T 2 2( D m+1—7) F—m=1+]

ol cette derniére égalité a été obtenue en utilisant I'identité (1.12) de [4].

REMARQUE. Il est intéressant de remarquer que dans le cas ou m=0, on

retrouve la relation bien connue Y p2(d)=2°®.
din

6. Autres fonctions arithmétiques

Considérons maintenant le cas ol g(n)=¢(n), la fonction ¢ d’Euler. Alors (1)
devient

oul) = 3 o(njd).

din
old)=m

THEOREME 9. Pour chaque entier m=0, ona

¢m (n) = 2 1 ¢
1=k=n
ok, n))=m

DEMONSTRATION. Soit A={k|{1=k=n, w((k, n))=m}. Séparons les entiers de
A de la fagon suivante : Si d est un diviseur de » tel que w(d)=m, alors lentier
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222 I. M. DE KONINCK and A. MERCIER

«a» appartient & Cy si (@, n)=d, c’est-a-dire,
Ci={adl(a,n)=d, 1=a=n, o(d)=m}=

=klle, 2 =1, 1=k =L, w@) = m}.
el 2) : }

Ainsi, on obtient
#Cy=o(n/d) tel que w(d)=m.

Puisque chaque entier de 4 appartient & exactement une classe C;, alors
#4 = %’ o(n/d),
o{d)=m

ce qui termine la preuve de ce résultat,
Définissons les fonctions suivantes

I(m)=1 et I(n)=n pour chaque n= 1.
10) = 3 p(@dnid) ob d(r) = 31
1) = 3 udo(nld) o o() = 3 d

10w = Su@ (2. k=1,
24 D\g

Puisque

elle est appelée la fonction de Jordan.
Pour k=1, on obtient

J(1; m) = o(n) = 3 u(d) =
dln d

a fonction d’Euler. En utilisant la notation de (1) et le théoréme 4, on & le résultat
suivant.

TrtorEME 10. Soit n=1, alors pour chague entier m=0, ona
Ly(m) = 412 tn(d) d(n/d),  I,,(n) = %’ Hn(d)o (n]d),
nY* n
Tulks 1) = 2 ()| 5] s (1) = 2 tin(d) -
dln d dln d
En utilisant ce théoréme, on peut 4 I'aide du théoréme 5 énoncer le résultat

qui suit.

TraEOREME 11. Soit n=1, alors pour chaque entier m=0, ona

dy (1) = ,%1 Lu(d), ou(n) = glm(d),
(In(m)) = %Jm(k; d), IL,(n)= %’ Pu(d).
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FONCTIONS ARITHMETIQUES TRONQUEES 223

REMARQUE. Ces trois derniers résultats sont des identités connues lorsque m=0
(voir [2]). Nous terminerons cette section par une généralisation des sommes de
Ramanujan. Soit k& et n des entiers positifs. Il est bien connu que

9 E ittty {0 si kin
e = .
©) ,;5"1' n si kln.
Pour chaque entier m=0, posons
k
(10) ck(m; n) — Z' e2milenjk)
=1
m((r:k))ém

Lorsque m=0, on obtient les sommes de Ramanujan. De plus, on observe que
lorsque kln, (10) devient ¢ (m; n=¢,(k), d’aprés le théoréme 9.

THEOREME 12. Soit k=1 et n=1 des entiers. Alors pour chague entier m=0
ona
a(m; n)= 2 p.(k/d)d.
d|(k,m)

DEMONSTRATION, En utilisant (5), on peut écrire

k k
ck(m; n) — Z eZni(rn/k) — 2’ ezni(rn/k) Z' ﬂm(d) —

r=1 r=1 i)
a((r, k))=m
= Z um(d) 2' eZni(rn/k).
djk r=0 (mod d)
: 1=r=k
Soit I’de, j=1,2, ,k/d’ alors
k. k
k/d Zum(d)'c'l' 81 E—In
cu(m; n) = 3 po(d) > excitimian - J 4 )
ot j=1 0 .k
si. —{n,

d’aprés (9). Soit k/d=r, alors d=k/r et ainsi on obtient le résultat.
COROLLAIRE. Pour chaque entier m=0, ona c,(m; 1)=pu,, (k).

THEOREME 13. Pour chaque entier m=0, ona

L,(n) si —Slk
% c(m; d) =

0 si %{k.
DEMONSTRATION. Posons
5.4 {d si dlk
O T ik,

alors le théoréme 12 peut s’écrire sous la forme
cu(m; 1) = (it * 0) (1)
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224 J. M. DE KONINCK and A. MERCIER: FONCTIONS ARITHMETIQUES TRONQUEES

ou encore
(L cp(m; m)(n) = (1% ) % 8,)(n) = (B*8,)(m)
ot B(n) a éé définic dans (5). Ainsi on obtient
%’Ck(im d) = ‘%’ i(n/d)
o(d)=m

ce qui établit le résultat.
Lorsque m=0, on obtient le résultat suivant bien connu

COROLLAIRE, Soit n=1, alors

0.d {n si nlk
D
Bibliographie

[1] K. Alladi, Duality between prime factors and an application to the prime number theorem for
arithmetic progressions, Journ. of Number Theory, 9 (1977), 436—451.

[2] T. M. Apostol, Introduction to analytic number, Springer-Verlag (1976).

[3]1 J. M. De Koninck et A. Mercier, Approche élémentaire de I'étude des fonctions arithmétiques, Les
Presses de I’Université Laval, (1982).

[4]1 H. W. Gould, Combinatorial identities (Morgantown, West Virginia, publié par 'auteur, 1972).

[5] J. Riordan, Combinatorial identities, John Wiley and Sons (1968).

( Regu le 23. janvier 1987.)

DEPARTMENT DE MATHEMATIQUES
UNIVERSITE LAVAL

QUEBEC, P. QUE

CANADA, GIK 7P4

DEPARTMENT DE MATHEMATIQUES
UNIVERSITE DU QUEBEC
CHICOUTIMI, P. QUE

CANADA, G7H 2Bl

Acta Mathematica Hungarica 56, 1990



