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FONCTIONS ARITHMI~TIQUES TRONQUt~ES 
J. M. DE KONINCK (Qu6bec) et A. MERCIER (Chicoufimi) 

1. Introduction 

Soit m=>0 un entier. Pour n_->l un entier, on ddnote par c0(n) la fonction 
arithmdtique qui ddsigne le hombre de nombres premiers distincts qui divisent n et 
par #(n) la fonction de M6bius. Pour obtenir une approche g6ndrale de la m6thode 
du crible combinatoire [3], on doit, par exemple, utiliser l'identit6 

X 
din 

o(d)~_m 

D'une fagon g6ndrale toutefois, il n'est pas facile de trouver une formule ferm6e 
pour les sommes ~ g(d), o?~ g(n) est une fonction arithmdtique arbitraire. 

din 
o~(d)~=m 

Par exemple, pour g(n)= 1, on a pour n =p[1 ... p~k 

din l ~ i ~ k  l~ i -<j~k  l~ i<j -<r~k  
o(d)~m 

�9 .. + , ~  ~ i ~ " .  ~i,~" 
l~ i f<. , .  <im~k 

~ i ~ j ~ r - ~  . . .  

k k 

En posant J~(l+ei t )=l+~ai(~l ,  ...,O~k)t ~ et  en ddfinissant le polyn6me 
i = 1  i = 1  

qm(al, .-., ~k; t) de degr6 m (m~=k) par 
m 

q,~ (cq . . . .  , ~k; t) = 1 + ~ at (~1 . . . . .  ak) t i, 
i = 1  

on obtient 
~a  1 = qm(O~l, . . . ,  O~k; 1). 
din 

co(tOe-in 

Dans le cas o?~ nest  libre de carr6s, cette derni6re identit6 devient 

Z 
din 

eo(d)~m 

l = q z ( 1 , 1  . . . .  ,1 ;  1 ) =  0 + l + ' " +  m = 

k - j  
= 2m+ Z '  2J-1 [ m +  l - - j ) '  

3=1 
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d'apr6s ([5, p. 130]). Ceci nous am6ne ~t poser 

(1) g,,(n) = Z g(n/d) 
din 

w(d)~m 

off g(n) est une fonction arithm6tique connue. Les r6snltats que nous obtiendrons 
concernant g~(n) vont nous permettre de g6n6raliser quelques r&u!tats d'Alladi [1] 
lesquels sont utiles pour obtenir des informations sur le plus petit et le plus grand 
facteur premier de n. De plus, quelques g6n6ralisations de certains th6or~mes de la 
th6orie 616mentaire des nombres seront obtenues. 

2. Quelques lemmes 

LEMME 1. Soit m, r et k des entiers non-nggatifs satisfaixant it r>:k +m. Alors 
on a 

m+l~=il<i~-<...<it~v 

DI~MONSTRATION. Puisque le nombre de ~ r -  m ~ objets pris k/t la fois est k ' 

le r&ultat est imm~diat. 

LEMM~ 2. Etant donn& m, r et k des entiers non-ndgatifs satisfaisant ?t r>=k + m, 
et soit (ai) une suite d'entiers telle que ai~2 pour chaque i. Alors 

Z ai~= ~ ( J k m - - l l )  aj �9 
m+l~fl<iz<...<ik~r j=k+m 

DgMONSTRATION. On utilise un raisonnement par induction sur k. Pour k =  1, 
le r6sultat est trivial�9 Pour k + 1, on a 

(2) Z a,,,+, = Z ~ Z ai~+,) 
m+l~il<...-<ik+l<=r m+l~ii~r--k [il+l_is<...<ik+i~=r 

et en utilisant l'hypoth6se d'induction, la somme de droite peut s'6crire sous la forme 

Ainsi (2) devient 

(3) Z 
t~lq- 1<---- ii<... < ik + i~ r 

f (j-,.,-1) 

�9 ~ ( j -  m -  3) 
aik+s_ = ./=k.,~m+1 ( J ~ m  7 2)ad q-J=k+++~'+g I, k - - I  ) a j +  ... 

+ ~ ( j - r + k - 1 )  
k - 1  

Soit O<=n<-r-k-m - 1, alors le coefficient qui multiplie ak+,,+m+l est 6gal A 

j = l  
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Dans ce cas, (3) devient 

aik + 1 ~- 
m+l~_il<.,.<ik+t<=r 

ce qui d6montre le r6sultat. 

Z ak+,,+,,+x = a j, 
n=0 j = k + m + l  

LEMME 3. Soit k et r des entiers positS'  tels que r>k.  Alors pour chaque entier 
sC[1, k], on a 

r--k+s [ j _ _  l~  r - j  

l~=il<...<is<...<ikNr 

DI~MONSTRATION. D'aprbs le lemme 1, on peut 6crire 

l~il.<...<in<...<ik~= r l~ix .<. . .<is~r+s_k k - - S  ais 

et en utilisant le lemme 2, on obtient le r6sultat. 

LEMME 4. Soit n e t  m des entiers non-ndgatifs. Alor~ pour tout entier positif k, 
on  a 

j ~ _ o ( - 1 ) J f ; ) ( k + J l = ( - l ) ' f m k _ n } .  

D~MONSTRATION. Puisque 

X ( - 1 ) J  j = X ( - 0  j + = 
j=o j=o j 1 

= ~ ~ ~ (:)(~m~) - ~ ~ '~ (~1 (~+2 ~/ 
alors en utilisant cette 6galit6 ainsi que l'induction sur n, on obtient le r6sultat. 

3. S6ries de Dirichlet  

Si dans (1), on remplace g(n) par #(n) alors il s'ensuit que 

(4) p,,(n) = dJ,,Z #(n/d). 

II est imm6diat que pour m=>co(n), (4) devient /~,~(n)=~/z(d), taladis que si 
din 

m=0,  #0 (n) = # (n). Cependant, l'dquation (4) peut s'6crire sous la forme 

r = Z #(n/d)fl(d) 
din 

qui est 6quivalent gt 

Z P"(d) = fl(n) = [l~o si o)(n) <- m (5) 
di. si e)(n) > m. 
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214 S.M. DE KONINCK and A. MERCIER 

REMARQUE. Lorsque m=0,  (5) se r~duit/t un r6sultat connu: 

= [ 1  si n = a  

~/z(d)dl~ 1.0 si n > 1. 

Soit ~0 l'abscisse de convergence absolue des s6ries de Dirichlet, alors pour Re s>% 
on a 

n=l n ] ~ ,= n s ~ 1 
o~(n)~m 

On d6finit maintenant formellement ~ ( s )  comme 6tant la s&ie ~ 1 ce qui 
n=l  /,/s 

~(n)~_m 
nous permet d'6crire 

(6) 
~,,.(n) _ ~ ~(n) 

, = 1  n S - - .  ~ , . ( s ) .  n=l  Hs 

I1 est facile de voir que ~0(s)=l et que lim ~m(S)=((S) oh ((s)d6signe la fonc- 

tion zeta de Riemann. G6n6ralisons l'identit6 obtenue en (6). 

THEOREME 1. Pour Re s>CZo, on a 

o/~ 

~" gin(n) ~ g(n) 
Z n~ = .~,,(s), n =1 n~=l t~s 

g,n(n) = ~, g(n/d). 
dln 

oJ(d)<--m 

DI~MONSTRATION. Ceci est imm6diat d'aprhs l'identit4 gm(n)=(g,f l)(n),  Oh 
d6signe le produit de Dirichlet et fl(n) la fonction d6finie en (5). 

COROLLAIRE. Pour Re s > l ,  on a 

din(n) 
, = 1  n s - ~ 2 ( s ) ~ " ( s ) '  

off d~(n)= Z d(n/d) et d(n)= Z 1. 
dlo din 

oCa)<-m 

COROLLAmE. Soit f et g des fonctions arithmdtiques arbitraires et soit h(n)= 
= ~ g(d) f(n/d). Alors pour Re S>~o, on a 

n=l  n=l  F/s 

O~t gm(gt)= Z g (n /d ) .  
gin 

o~(a)am 
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D~MONSTRATION. En utilisant le thdor6me 1, on obtient 

~ { <z~. gm(d)f(n/d) } = ~ g,.(n) .~ f(n) ~ g(n) ~ f(n) 
,=1 n~ - n---7--, n~ =~, ,(s) .  ~ n----7-.,. ~ ~ - ,  n = l  n = l  n = l  n = l  

ce qui d6montre le r&ultat. 

l~il<...<ira+ l~k 

et d'apr~s le lemme l, on obtient 

4. La fonction/tin (n) 

TH~OR~ME 2. Soit n>= l un entier. Alors pour tout entier m>=O, on a 

~m(n) = (-- 1)m (co(~--  11/~(n). 

D~MONSTRATION. D'apr6s (5), il suffit de montrer  que 

((din) ) {10 si co(n)<=m Z ( _ I ) ~  co - 1  ~ ( , 0 =  
d!, si co(n) > m. 

t "1\ 
Puisqne / - -m/=( - -X)  m, alors pour  n = l  on a l e  r,sultat~ Soit ~ - 1  et supposons 

a]n 
d > l  

= 0. Cela prouve le r6sultat pour 0 <= co (n) ~m.  Supposons maintenant que e) (n) >m.  
En posant n=p~ 1 ...p~,,, k>-m+l, alors pour  l<dln, il suffit de considdrer les 
diviseurs <<d>> ayant la forme d=pl...pj, m+ 1 <-j<=k. Ainsi, on peut 6crire 

din 
d > l  

~ ~+...+~-~,~(~) 
I N i l < . . . <  ira_l_ ~Nk 

~-~,~ (o'~-~),,~, : - { ( A  ~)-(~m + ~t (~)+  +~-~'~ ~ (~m'/}: 
d > l  

-- Z 
m!(k-m-1) t  i=0 m + l + i  

Mais en utilisant les fractions partielles, il est facile de montrer que 

k-m-1 ( -  1)i ( k - 7  - 1  ) ( k - m - l ) '  

m+l+i  = ( m +  1)(m+2) k '  i = 0  , .  �9 

et ainsi on obtient le r6sultat pour  co(n)>m. Ceci ach~ve la d6monstration du 
th6or~me 2. 
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216 J .M.  DE KONINCK and A. MERCIER 

THI~OR~.ME 3. Pour chaque couple d'entiers r>=O, m>=O on a 

/~=(d) = ( - 1 )  = ~ ( -1 )J ( J  L 1 ) ( o 7 ) ) .  
din j =0  

oCa)_~r 

DI~MONSTRATION. Puisque 

din 
o(a)=r 

of~ k = co (n), alors d'apr~s le lemme 1 on obtient 

l ~ il <...-<ir~=k 

aLn 
ofa)=r 

et ceci d6montre le r&ultat. 

REMARQUES. 1) Lorsque m=0, on obtient l'identit6 
l'introduction, ~ savoir 

akn 

d6j~ mentionn6e dans 

2) En utilisant l'identit6 (oSn))=[(c0(n)-l]j J+[(a~(n)-l)'j-1 l'expression du 

th6or6me pr6c6dent devient 

.~ #re(d) = 
din 

co(O<=r 

1 si r ~  m 

(m+:) 
(-1)m+'r m j=l f si r > m .  

D'apr6s le corollaire 2, on peut 6crire 

(7) co(d)~m ~ 1,is 
n ~ l  Hs = 

et ceci nous permet d'6noncer le r&ultat suivant. 

TI4~ORi~ME 4. Soit n>=l et soit f une fonction airthmdtique arbitraire. 
pour tout entier m_>-_O, on a 

Alors 

o~ g(n)=Z u(d)f(n/a). 
aln 

t~m(d)f(n/d) = Z g(n/d) 
din din 

r 
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TrI~OR~ME 5 (Inversion de M6bius). Soit n >= 1 et soit f et g deux fonctions 
arithmdtique~ arbitraires. Alors pour tout entier m >=0, on a 

o~ 

Z I ' t rn(d) f (n/d)  = gin(n) ~:e~fm(n) = Z gin(d),  
a[n aln 

fro(n) = Z f(n/d)  et gin(n)= .~  g(n/d). 
dl n d[n 

o,)(d)~_m ~(d)~_m 

DI~MONSTRATION. Soit l(n) et fl(n) deux fonctions arithm&iques d6finies par 
{ / s i  co(n)~m 

l(n)=l,  pour tout n ~ l  et fl(n)= si co(n)>m" Alors on a (pm*f)(n)=gm(n) 
ou encore 

((1 *Pm)*f)(n) = (1 -*gm)(n). 

En utilisant (5), cette derni6re identit6 est 6quivalente fi 

ou encore 

ce qui donne le r6sultat. 

( f i*f)  (n) = (1 �9 gin) (n) 

Z f(n/d) = Z g m ( d )  
din din 

o(a)<=m 

5. Identit6s eontenant la fonetion/Zm(n ) 

L'objet  de cette section est centr6 sur l'&ude des sommes de la forme 
~ l l 4 , ( d ) f ( d  )dans  ]e cas off f est une fonction arithm6tique choisie. Si 0 -< co(n) =<m, 

il est imm6diat que ~ I~m(d)f(d)=f(l). Supposons maintenant que co(n)>m. 
din 

En posant n=p~ 1 ... p~k, k>=m+ 1, alors pour din, d > l ,  il suffit de consid6rer les 
diviseurs << d >> ayant la forme d=pl.. .pj,  m + 1 <=j<=k. Donc 

(8) Z 14, (d)f(d) = - Z f(P,l "" P,=+ 1) + 
din l ~_ia-<,..<im+ ~ k  

d>l  

Dans le cas off f(n)=p,(n),  ( r ~ l ) ,  off p,(n) d6signe le <<r>> i~me plus petit facteur 
premier de n. L'6quation (8) nous permet d'obtenir une relation int&essante qui 
lie ~ gm(d)pr(d) avec une expression impliquant la fonction P~(n), qui d6signe 

din 
le << r >> i~me plus grand facteur premier de n. Plus pr6cis6ment, on d6montre le rdsultat 
suivant : 
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218 J . M .  DE KONINCK and A. MERCIER 

TH~OR~ME 6. Soit n>=l et k=co(n) alorspour tout entier m>=O, on a 

Z ~,.(cOp,(a3 = 
gin 

[ (__ 1)m+r+k k+~m-1 

=1 
[ k r - 1  
i~- , ,  o~,~ ~ (-~"(~--~l(m-~+i)~-,+~(~' ~' , ,~m+,. 

i=max{r,k--m} 

i - 1  k - i  m 

si l < = r N m + l  

DI~MONSTRATION. Soit 1 <-_r<-m+ 1 et posons f(n) =G(n). Puisque G(1)=0,  
alors pour co (n)>m, l'6quation (8) devient 

(m + 1 
Z # m ( d ) p , ( d ) = -  Z P',+[ m J Z P'.-- 
din i~--it<...<ir-<...<im+l~=k l~il<.. .<ir<., .<im+ 2~k 

lNil<..,<ir<...<irn+~Nk 

et en utilisant le lemme 3, on peut 6crire 

Z #~(4p,(d) = 
dl n 

k+r--m-1 
Z 

d= r  

(j-~r ~-, ~,+(~+,}~+~-~ ,-1 ~-; 
, J i m + l - - r )  ( r - 1 ) ( m + 2 - r ) P 3  +''" 

k - j  (kT) 
Or le coefficient de&, l<=r<=i<-k+r-m-2 est 6gal ~t 

i - I  k - i  r) + 
l , r - l J [  m ) l , m §  "'" 

k+r--~-i--1 k- - i  

k - i  (;_1){~+1_,.) ~+,~_,_1 
( -  1)~(,._ ~ ) j 
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et d'apr6s le lemme 4, ce dernier terme vaut 

k - i  

fk+r-m-2] De plus, te facteur de Pk+,-m-1 est - [  r -  1 ) ,  d'ofi pour 1 <=r<=m+ 1 on a 

Z = (k+r-m-2  
a l L .  - r - 1  JPk+r-m-l+ 

k+r--m--2 k - i  m 

(_ l ) t+~+,  k+,-m-1 k - i  m 

et ceci est le r6sultat de la premi6re partie. 
Supposons maintenant m +  1 <=r<=o~(n)=k, alors (8) devient 

Z P~ (d)p~ (d) = 
din 

l <=il <..,< ir~_k l ~il <...<ir + lNk 

En utilisant le lemme 3, cette derniSre identit6 devient 

= 1 m+, r - l  ' k 
#m(d)pr(d) ( - )  ( m ) j ~  ( f 2  ~)Pj"~ 

din 

[ r't k-1 + (-1)m+'+'  [ ,nJ ,=~ ' ( J -_ l l ) ( kT j )P ,+ . . .+( - l ) '+k{kml )p , .  

Par cons6quent le facteur qui multiplie p~, r<=i<=k - 1 est 

k--i = (__ ,)m+r ( :21 l /~  (__ 1)J(kj -i) (1"-}-~--l) 

et en utilisant le lemme 4, ce coefficient est ~gal/t 

( - - 1 ) m + r + k + i ( ~ 2 1 1 ) ( m ; 3 1  k ) .  
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Ainsi on obtient 
Z = 

din 

k -  1 k - 1  

i =max  {r, k -  m} 

i - 1  

et ceci ach~ve la d6monstration de ce r6sultat. 
Le prochain r6sultat est un cas particulier du th6or~me 6 e t a  6t6 6nonc6 par 

Alladi [1]. 

COROLLAIRE. Soir r=>l un entier. Alors pour tout entier m=>0, on a 

et 

(CO (n) -- 1) 
Z # ( d ) p , ( d ) = ( - 1 )  "~ r - 1  P~(n) 
din 

Z #m(d)Pl(d) = -Pm+l(n). 
din 

Inversant les r61es du plus grand facteur premier et du plus petit facteur premier, 
le th6or6me 6 devient 

TH~OI~ME 7. Pour tout entier m~0,  on a 

Z pm(d)F~(d) = 
din 

(__ l ) m+r+k  k W r - m - 1  

(r ml) 
k - i  m 

( - -1) i (~--_l l ) (m+l_r)(m+i_k)Pk+l- , (n)  

si 1-<_r<_- m + l  

k ( ~ 1 1 / (  ~_~1__ ) (--1) ~+'+k Z (--1) * k Pk+l-i(n) si r>=m+l 
i ~ max {r, k = m} m 

o3 k=co(n). 
Encore une lois, le r6sultat suivant d6j~t obtenu par Alladi [1] d6coule imm6dia- 

tement du th6or6me 7. 

C O R O L L A I R E .  Soit r ~ l  un entier. Alors pour tout entier m_->0, on a 

et 

, , ,  1) 
~#(d)P~(d)  = ( - 1 )  l, r - 1  pl(n) 
d[ n 

Z #m(d)Px(d) = -pm+l(n). 
din 

Acta Mathematica ltungartca 5 ~ 1990 



FONCTIONS ARITHMI~TIQUES TRONQUI~ES 221 

THI~OR~ME 8. Pour tout entier m>=O, on a 

Z = 
din 

1 si 

( - 1 )  m 1-t m!(co(n)-rn-1)-T, i=~ ( - l ) i  m + l - - j  co(n)+j--m-1 

co(n)  _-< m 

si co(n) >m.  

DI~MONSTRATION. D'aprbs (8), on a pour k = o~(n)>m 

1 re+l, ( m + l ]  ZI2m(d)t~(d) = -  Z ( - )  * (  m J Z ( - 1 )  m+2- 
�9 l~_[l<. . .<im + 2~k d!n l ~ i l < . . . < l m + l ~ k  

d > l  

l~il<...<im+~--k 

et en utilisant le lemme 1, on a 

Z 12m(d)P(d) = ( -  1) m Z m + j +  1 = 
din j=o 

d > l  -1) 
- - - ( - l )m 'm! (k_m_l )  ! Z j=o m +  1 - j  

k [  m + l  1)m+l_j { m ) 2k-m-*+S-- 1 
: ( - -1 )m m ! ( k - m - 1 ) [  "~ ( -  m + l - j  k - m - l + j  j = l  

off cette derniSre 6galit6 a 6t6 obtenue en utilisant l'identit6 (I. 12) de [4]. 

REMARQUE. I1 est int6ressant de remarquer que dans le cas off m=0 ,  
retrouve la relation bien connue ~ #~(d)=2 ~("). 

aln 

o n  

6. Autres fonctions arlthm~tiques 

Consid&ons maintenant le cas oh g(n)=~o(n), la fonction (0 d'Euler. Alors (1) 
devient 

~om(n) = Z ~o(n/d). 
din 

r 

TH~OR/~ME 9. Pour chaque entier m>=O, on a 

(~ = Z 1. 
l~_k~n 

o~((k, n))~=m 

DI~MONSTRATION. Soit A----- {kll <-k<=n, co((k, n))_-<m}. S@arons les entiers de 
A de la fagon suivante : Si d est un diviseur de n tel que co(d)<=m, alors l'entier 
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222 J . M .  DE KONINCK and A. MERCIER 

~ a )) appartient ~t C a si (a, n) = d, c'est-~t-dire, 

Ca = {al(a, n) = d, 1 <= a <= n, o~(d) <= m} = 

= k k, = 1 ,  l < - k < = - j ,  _ . 

Ainsi, on obtient 
4~Ca = qo(n/d) tel que re(d) ~= m. 

Puisque chaque entier de A appartient/~ exactement une classe Ca, alors 

~ A =  Z q~(n/d), 
dl n 

~(d)~m 

cc qui terminc la preuve de ce r~sultat. 
D6finissons les fonctions suivantes 

Puisque 
l ( n ) = l  et I ( n ) = n  p o u r c h a q u e  n ~ l .  

l(n) = Z p(d)d(n/d) off d(n) = Z 1 
d[n d[n 

I(n) = ~ ~(d)ff(n/d) o~ a(n) --- ~ d 
ain din (-j Y(k, n) = ~ la(d) , k ~= 1, 

elle est appel~e la fonction de Jordan. 
Pour k =  1, on obtient 

n 
J(1; n) = ~0(n) = ~ ~(d) 

2 

a fonction d'Euler. En utilisant la notation de (1) et le th6or~me 4, on h le r~sultat 
suivant. 

Tttt~OI~ME 10. Soit n ~ l ,  alorspour chaque entier m=>0, on a 

1,.(n) = Z ~,.(d) d(n/d), I,.(n) = Z ~,.(d)a(n/d), 
dM din 

(J J,~(k; n) = Z I~m(d) , q~m(n) = Z I~m(d) n"  
a[n 

En utilisant ce th6orbme, on peut ~ l'aide du th6or6me 5 6noncer le r6sultat 
qui suit. 

TIt~OR~ME 11. Soit n ~ l ,  aIorspour chaque entier m~O, on a 

din(n) = Z lm(d), O'm(n) ~-- Z ]re(d) , 
gin din 

U~,(n)) ~ = Z L.(k; cO, I,.(n) = Z q,.~(d). 
din din 
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REMARQUIT. Ces trois derniers r6sultats sont des identit6s connues lorsque m = 0  
(voir [2]). Nous terminerons cette section par une g6n&alisation des sommes de 
Ramanujan. Soit k et n des entiers positifs. I1 est bien connu que 

k ,0 si k{n 
(9) Z e2ni(nrlk) = 

r=l In si kin. 

Pour chaque entier m->0, posons 
k 

(10) ck(m; n)= ~ e 2"i(rn/k). 
r = l  

~((r, k)) ~_ m 

Lorsque m--O, on obtient les somrnes de Ramanujan. De plus, on observe que 
lorsque k[n, (10) devient Ck(m; n)=q~m(k), d'apr6s le th6or6me 9. 

THeOl'&ME 12. Soit k>-I et n>=l des entiers. Alors pour chaque entier m>-O 
on  a 

c~(m; ~) = Z ~Ak/d) d. 
dl(k,n) 

D~MONSTRATION. En utilisant (5), on peut 4crire 

k k 
ck(m; n ) =  Z e2niO'nlk) = Z e2"t('"/k) Z pro(d)= 

r = l  r=l d!(r,k) 
o~((r, k))~-m 

= Z~m(d)  Z 
d[k r=-O (rood d) 

Soit r =jd, j =  1, 2 . . . .  , k/d, alors k,d { Z/~m(d)--~ si d'k 
Ok(m; n) = Z t im(d)  Z ee~i(Jnl(k/d)) ~" d[~ "-din 

k d!k j = l  0 si  ~'n, 

e2ni(rn/k ) . 

d'aprbs (9). Soit kid=r, alors d=k/r et ainsi on obtient le r6sultat. 

COROLLAmE. Pour chaque entier m>=O, on a ek(m; 1)=ktm(k). 

TH~OR~ME 13. Pour ehaque entier m~O, on a 

dl, si dJ( k. 

DI~MONSTRATION. P o s o n s  

CSk(d) = si d'rk, 

alors le th6or6me 12 peut s'6crire sous la forme 

ck (m; n) = (/~m * ~k) (n) 
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ou encore 
( 1 .  c k (m; n)) (n) = ((1 �9 # , 3 "  3k)(n) = (/~ �9 6k)(n) 

o5/~(n) a 6t6 d6finie dans (5). Ainsi on obtient  

ck(m; d) = ~ 6k(n/d) 
din din 

o~(d)<=m 
ce qui 6tablit le r6sultat. 

Lorsque  rn=0 ,  on obt ient  le r6sultat suivant bien connu 

COROLLAIRE. Soil; n->l ,  alors 

~ c k ( 0 ,  d ) = { ;  si  n,k  
din si  n{k .  
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