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L. Introduction. Pour chaque nombre naturel n > 2, soit P(n) son plus
grand facteur premier. En 1977, Alladi et Erd6s [1] démontraient que
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moyen de P(n) est n—-—i-. De plus, en posant f(n) = p, ils démontraient
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En 1984, De Koninck et Ivi¢ [4] obtenaient des développements asymptoti-
ques pour les sommes apparaissant dans (1) et (2). Mais en comparant (1) et
(2) on est amené 4 se demander si, étant donnée une fonction additive f, on
aura

&) 2 f(Pm)~ Y f(n

2€nsx 2€n€x
tout comme c’est le cas lorsque f = . Dans le présent travail, on comparera
les deux expressions apparaissant en (3) et en particulier on verra que (3) est
vérifiée si la suite (f(p)), pomer» Qui définit entiérement la fonction f(m
fortement additive, croit suffsamment vite. Il sera tout de méme surprenant
de constater que pour une grande classe de fonctions fortement additives

* Travail fait dans le cadre de la subvention CRSNG A-8729.
** Travail fait dans le cadre de la subvention CRSNG A-3508.
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f(n), pour lesquelles il existe une fonction L(x) dite a oscillation lente telle
que f(p) = L(p) pour chaque premier p, la relation (3) est toujours valable.

2. Quelques définitions et Pénoncé du résultat principal. On dira qu’une
fonction additive f: N — R est fortement additive si f (p*) =f(p) quelque soit
p premier et o« €N. Soit A > 0, on dira que R: [A4, co[ = R™ mesurable sur

[A, o[ est & variation réguliére si pour chaque a > 0 on a lim (ax)
so0 R(X)

pour un certain nombre réel 9. Dans le cas ol ¢ = O on dira que R est une
fonction a oscillation lente, on utilisera habituellement la lettre L pour
désigner une telle fonction et on dénotera par . I'ensemble de ces fonctions.
Ces notions de fonctions a variation réguliére ou d oscillation lente furent
d’abord introduites par Karamata [8] en 1930; on en trouve une étude
approfondie dans Seneta [10]: C’est 14, entre autres, qu’on démontre que si R
est 4 variation réguliére, alors R(x) = x°® L(x) pour un certain geR et Le ¥Z.
Enfin si, pour deux fonctions F; et F, telles que
lim F;(x) = 4+0 (i=1,2),

X —* a0

e

il existe une constante c, = 0 telle que
Fy(x) = (CO-tO(l))FZ(X), pour x — o0,

alors, si ¢y > 0, on dira que F, et F, sont du méme ordre de grandeur (et on
écrira parfois F (x) = F,(x)) et, si ¢, =0, on dira que F, est d’ordre inférieur
iF,.

Voici notre résultat principal.

THEOREME. Soit f: N — R une fonction fortement additive telle que

f() >0 pour n=2. Supposons qu’il existe R: [2, o[ =R™ a wvariation

réguliére, c'est-a-dire R(x) = x?L(x), ou g€R et Le %, telle que f(p) = R(p)
pour chaque nombre premier p.
(i) Si ¢ >0, alors

@ T f(Pm)~ ¥ foy~TtlerD LK

b
2€nsx 2€nsx Q+1 Ing

ou {(s) designe la fonction Zeta de Riemann.
(i) Si 9 =0, posons Ar(x) = A(x) = x(log x) L (x)/L(x);
(a) si lim A(x) = + o0, alors

X0

&) 2 P~ ¥ f)~x

2€n€x 2€nsx

* L(u)
u
ulogu
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(b) si lim A(x) =c > 0, alors

(6) 2 f(PM)~D.xL(x) on DC=T '@

2€n<x o (w+1)*!

l(vy étant la fqnction définie par les équations (16) et

(7 Y, S ~c xL(x);
2€n<€x
(c) si lim A(x) =0 alors
@®) Y. f(P(n)~xL(x)
2€n<x
et
© Y 1) ~x [
2€n<x 2
(d) si lim A(x) =c¢ <0, alors
(10) ‘ Y f(P(n)) ~ D, xL(x)
2€nsx
et
" (11) Y, S ~E;x, ou E,=Yf(p)p™";
2€nsx r
(e) si lim A(x) = —c0, alorjs
(12) Y. f(P(m) = x{L(x""0P)}t o,
2€n€x

o w = wy(x) est la solution de

- A(x™)+wlogw = 0;

de plus
(13) Y f(n)~E;x.
2€nsx
(iii) Si ¢ <0, alors .
(14) Z f(P(n)) ~xe V™ 2910gxloglogx(1+o(1))
2€nsx
et
(15) Y f(W~E;x.

2€nsx

dv,

27
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Remarques. 1. A la lecture de la démonstration on pourra facilement
constater qu’il n’est pas du tout essentiel de limiter notre étude aux fonctions
fortement additives. En effet, le lecteur pourra aisément voir que pour toute
fonction additive f satisfaisant a la condition supplémentaire

ADRAL

p>xaz2

= o(min(l, L(x))),

le théoréme est tout aussi valable. Nous exigerons ici la condition “fortement
additive” pour simplifier le déroulement de la démonstration.

2. A la lecture de la démonstration du théoréme, on sera en mesure de .

constater que la plupart des estimations (4)—(15) auraient pu étre remplacées
par des relations plus exactes impliquant des termes O(...), mais seuls les
comportements asymptotiques représentaient ici pour nous les résultats les
plus significatifs.

3. 11 est intéressant de constater que lorsque ¢ < 0 ainsi que lorsque 4
=0 avec lim A(x) = +o0, la relation

Y SPw)~ ¥ fn)

2€nsx 2€snsx

est valable (voir (4) et (5)). Toutefois lorsque ¢ = 0 avec lim A(x) =c¢ >0,

x—*+ o

on a plutot

S SPo)~ Y S0

2€nsx 2€ns€x

et enfin dans tous les autres cas on a

Y, f(Pm)=o( X f(m).

2€n<€x 2€n€x
3. Quelques résultats préliminaires. Au cours de la démonstration du
théoréme, on utilisera, entre autres, les deux résultats suivants connus:

THEOREME A. Le.¥ <> il existe une constante B; = B > 0 et des fonctions
v et n telles que

L(x) = exp{v(x)+j”( ) }

ou v(x) tend vers une constante lorsque x = + oo et o n(t) = o(1)
xL (x)
L(x)
Démonstration. Voir E. Seneta [10].

Remarque. Sans perdre la généralité et surtout dans le but de simpli-
fier la présentation de la démonstration du Théoréme, on supposera que

= ()= = o(1).
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pour chaque fonction Le.%, la fonction v correspondante est constante et
ainsi on représentera les fonctions L sous la forme

L(x) =e¢’ -exp?n(t) dt,
B

g i
en supposant ainsi que v est un nombre réel qui dépend de L. On supposera
de plus que, étant donné Le ., outre le cas ou L est une fonction constante,
la fonction correspondante # est une fonction continue et qu’a partir d’un
certain rang elle est soit décroissante positive, auquel cas L (x) > 0 pour tout
x suffisamment grand, ou alors croissante négative, auquel cas L (x) < 0 pour
x suffisamment grand. Cette condition n’est pas vraiment restrictive, car
quelque soit Le.%, on peut toujours trouver une fonction L, € & qui posséde
les propriétés que 'on vient de mentionner et qui est telle que Ly(x) ~ L(x).
Or, comme on pourra le constater 4 la lecture de ce manuscrit, ce qui
importe, c’est le comportement asymptotique de ces fonctions et non les
valeurs exactes qu’elles assument.

TutorEME B. Soit Y(x, y) = # {n< x: P(n) <), alors
(@) 11 existe une constante K > O telle que, pour x>y > 2,

w(x, _V) < xe.—Klogx/logy'

(b) Si on pose u=Ilogx/logy, alors on a, uniformément pour
1 < u < (log x)/(log log x)3/3 *2,

1 1
5, 3) = x10) (1+0, (”—95(3‘-13))
log x
lorsque x — +oco, ou l(u) est la fonction continue définie par les équations
lw) =1 si0<u<l,
wl'(u) = —Ilu—1) siu>1.

Démonstration. Pour (a) voir De Bruijn [3]; pour (b) voir Hilde-
brand [7]. Nous aurons également besoin des résultats suivants.

(16)

LemMme 1. Soit Le#. Alors il existe une fonction réelle ¢ telle que
im @(x) = +o0 et telle que

x>+

L(x/n) = L) (1 +0(n(/x))),
uniformément pour 1 < n< @(x), on 0 <e <1 est arbitraire mais fixe. En

particulier on peut choisir

1
@ (x) = exp (MIWL(\/ o a)

Démonstration. Supposons que L (x) > 0, pour x suffisamment grand
(le cas ou L'(x) <0 est analogue et le cas ou L (x) = 0 est trivial). Soit donc
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0 (x) = exp(1/(n.(/x))! %) de sorte que 0 < @ (x) < /x pour tout x > B, et
que lim ¢(x) = +o0. Alors pour x assez grand, on a
x—++ %

1 > L(x/¢(x))/L(x) = exp (— J; Mdt)

x/p(x)
x t x o dt
>1- | y—(—)dt>1-r1(x/qo(x)) | -
x[p(x) x/p(x)

=1-n(x/p()log p(x) > 1—n(/x)log ¢ (%)
= 1—(n(/),

ce qui démontre le lemme.
LEMME 2. Soit Le ¥. Alors pour chaque D > A; et chaque 6 >0, on a

o+1

[ L) du ~ *— L(x).
D

o+1

Démonstration. En intégrant par parties, on obient

d+1 x 1 = st1

o L —— {u T L(u)du.

En remplagant dans cette derniére intégrale #°*'L(u) par la quantité
équivalente u® L(u) n, (u) et en utilisant le fait que 7, (u) = o(1), on arrive 4 voir
que

Ji(x) = I'u"L(u)du =
b .

o+1

1 L) +o0(J; (%),

X
1 =57

d’ou le résultat.
LeMME 3. Soit Le ¥. Alors

lim (L(x)™* ){'L—(yldu = +0.
x =+ 00 B u

Démonstration. Encore une fois, sans perdre la généralité, on suppo-

se que L(x) > 0 pour x assez grand. Posons ensuite ¢ (x) = exp(1/\/7.(V/%))
et choisissons x grand, alors, en utilisant le Lemme 1 (avec ¢ = 1/2), on aura

* L(u) . % L * du
I!Tdu g x/J(x)Tdu g L(X/(p (x)) xmﬁ(x)7 :
* du
= L(x) (1 +0 (log e ))x/ q;\m—— > L(x)log ¢ (x),

ce qui démontre le lemme puisque ¢(x) = + 0 lorsque x — + 0.
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Parmi les fonctions a oscillation lente, nous allons distinguer les fonc-
tions dites a oscillation trés lente définies ainsi:

DeriniTioN. Une fonction L: [A, +oo[ = R* est dite & oscillation trés
lente si-la fonction M: [A, +oo[ = R™ définie par M(x) = L(e*) est a
oscillation lente. On dénotera par .#* I'ensemble des fonctions a oscillation
trés lente.

On démontre maintenant deux lemmes qui caractérisent les fonctions
appartenant a #*.

LemMmE 4. Le ¥* <« L(x%) ~ L(x), pour chaque a > 0.

Démonstration. Posons M(x)=.L(e") et soit a > 0. Soit d’abord
Le #*, alors comme Me.%, on a

L(x*) = L(e"°**) = M (alog x) ~ M (log x) = L(¢"**) = L(x).

Supposons maintenant que L(x%) ~ L(x) pour chaque a > 0, alors posons y
= ¢*. On veut montrer que M € ¥. Soint donc a > 0, alors

M (ax) = L(e®™) = L(e**®*) = L(y*) ~ L(y) = L(¢") = M (x).
Cec_i démontre le lemme 4.

LeMME 5. Soit Le #. Posons ni(x) = xL (x)/L(x) et 1.(x) = (log x) 1, (x).
Alors

Le¥* < n(x) =0(l/logx) < A,(x)=o0(1).

Démonstration. Il est clair qu’il suffit de montrer la premiére implica-

"tion double. Soit donc M (x) = L(e¥). Supposons que L(x) >0 (le cas ou

L (x) < 0 est analogue) pour x suffisamment grand. Si #n.(x) = o(1/logXx), il
faut montrer que #y(x) = o(1). Or :

e = L)€

1
= ) < =g.
L@ xnp(€¥) <ex oge®. g

Réciproquement, si L& #*, alors 5,(x) = 0o(1). Donc si on pose y = €%,
on aura successivement
x.(e9) = o(1),
nL(e”) = o(1/x),
nL(y) = o(1/logy),

d’ou le résultat.
En terminant ce paragraphe, mentionnons qu’étant donnée une fonction

.Le.%, on utilisera les notations suivantes:

xL (x)
L(x)’

Ay (%) =n(x) =
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L(x)
L(x)’ ,
PL(x) = @ (x) = exp(1//In (%))
L(u)
du

ulogu

Ap(x) = A(x) = xlog x——

Fi)=F(9)=|
2

4. Les relations de bases. Puisqu’on limite notre étude aux fonctions
fortement additives, on a la représentation

an Si= % Yr0)= Zf(p)H

n<x 2€<n<€xp|n psx

Par ailleurs, en rappelant que Y (x, y) = # {n < x: P(n) <y}, il est clair
que

(18) Y SPw)=Yfp ¥ 1= Zf(p) x 1
2€n€x pEx P?nfxp psx }t)r(t;)xsll;
=Y f(DV¥(x/p, p).

Comme ¥ (x/p, p) =[x/p] lorsque \/; <p<x (18) pourra aussi
s’écrire

9 ¥ f(P(n))=pg;f(p)¢(g, ) 5 f(p)H

2€<nsx X <p€x

X X
=p§xf(p)[;]-p§;f<p>[;] pgxf(pW( )

=21"'22+23.

On verra_que dans le cas ol ¢ >0, les expressions X, et X; sont
négligeables par rapport 4 X,. Ainsi puisque X, coincide avec Y, f(n), il
2€nsx

s’ensuivra que

X f(Pm)~ X fO..

28nsx 2€n€x

11 en sera de méme dans le cas ol ¢ = 0 avec la condition lim A, (x) = + .

X—=®

Toujours avec ¢ = 0, si lim 4, (x) = ¢ > 0, on verra que les sommes 2y, 2, et

x—*oo

2 sont toutes trois du méme ordre de grandeur sans étre toutefois asympto-
tiquement égales. Mais lorsque ¢ = 0 et lim A (x) = 0, on verra que 2; ~ 2,

X =0

et que X; —Z, est du méme ordre de grandeur que X;. Ainsi dans ce cas de
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méme que dans les autres cas, la relation Y FPM)~ Y f(n) rest
2<nsx 2€n€x

plus valable.

S. Le cas ot ¢ > 0. II est clair que les expressior{s X, et 23 apparaissant
dans’ (19) sont toutes deux d’ordre inférieur a x Z f(®)/p. Or pour g(¥)

P yx

=1°L(), 020, on a, en dénotant par 7(f) le nombre de nombres premiers
dans [2, t] et en utilisant le théoréme des nombres premiers sous la forme

() = L1(t)+E(t) ol E(f) < te™ Viost

Y o= | g0~ [L 0

<y

Voila pourquoi
f = R e L(1)

y KD T RO,

psyx P 2 tlogt 3 tlog

Cdt < ( 1071 dr < xle* a2,

xerr
Ainsi 2, et X5 sont toutes deux o <—Tog—x(~xz> Donc pour démontrer (4), il
suffit de démontrer que

x¢"1{(g+1) L(x)
21 ~ . .
.0+1 log x

On pourrait étre tenté d’écrire

(20) pr)H—fo(”)+Zf()(H ;)

pEx pSEx pPSx
=x 3 TP0(3 s 0)

en espérant que la derniére somme a droite de (20) soit d’ordre inférieur a
x Y. f(p)/p. Mais malheureusement les deux termes 4 droite de (20) sont

pPEx
(dans le cas ol ¢ > 0) du méme ordre de grandeur, nous mettant alors dans
Pimpossibilité d’obtenir une formule asymptotique par cette approche. Il
nous faut donc utiliser une autre astuce. On écrit alors

ey zm»[ ]= SIS 1=3 T £

PSX pSx n<x/p n€xp<x/n

Mais ensutilisant & nouveau le théordme des nombres premiers on obtient

Lr0= [ RO~ o0y
2-0 2

psy

3 — Acta Arithmetica 52.1
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Et en faisant appel au Lemme 2, on obtient, puisque R(r) = t? L(t), que

yrLY)

Zf() @+1 logy

pSy
Ainsi (21) devient, en supposant que x = X +3, avec X €N,
(e/n)** ! L(x/n)
22 Zf()l J Yy
pPEX 1$n$x(Q+1)log(x/n)
Mais cette derniére somme peit étre remplacée par X, + 2, + 2}, ou chacune
de ces trois sommes sont restreintes respectivement a {1 < n < (p(x)‘, 1o (x)

n< \/; }et \/; < n < x). Evaluons d’abord X, laquelle constituera d’ail-
leurs la seule somme importante. Grace au Lemme 1, on peut écrire

_xetd 5 .uw0+00mm¢um,l-<l+ocgﬂ>>

I~Q+11$n<(p(x) ng+1 logx logx
_ x¢TTL(x)(1+0(1)) Z 1 (1+O(logn
T (et Dlogx < iZemnt! ogx )/
Or puisque
={(o+1 +0< )
1Sr§¢(x) el C(Q ) Q(x)
et que
= logn
3 o,
on a que
xet! L(x)
~ F— 1).
"o+l long(Q-i_ )

Il nous reste a estimer X, et 2,;,. D’abord considérons X ;. Puisque L(x) est
soit décroissante, soit non-décroissante, dans ]\/g, x], on a
xet1 1 L(x/n)
ZHI = 1 +1 '1
+ VX <n\xna og(x/n)

< x2* ! max(L(x), L( /_))T

< x42* 1 max (L(x), L(\/;))
xett L(x))

<XQ/2+1+£ — 0(
log x

Nous évaluons maintenant 2. Si L est non-décroissante, alors, pour ¢(x)
c<n</x, on a L(x/n) < L(\/;) < L(x). Par contre, si L est décroissante,
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alors, pour @(x) <n < \/;, on a, par le Lemme 1,
L(x/n) < L(x/@ (x)) = L(x)(1+o0(1)).
Donc dans les deux cas on a ’
xetl 1 L(x/n)
Q+1<p(x)<n\ X ng+1 lOg(X/Yl)

xeT1 L(x) 1 logn
€& —" —11
log x <o(x)<znsvf§ng+1< +O(l gx))

n=

Xt L(x) © dr xe*1 L(x) xe*t 1 L(x)
< f 1 =0 ( .
logx iyt " " (log ) ¢ (x) log x

Ceci achéve la démonstration de la partie (i).

6. Le cas 9 =0 avec A, (x) - +o0. On démontre d’abord que, si x est
suffisamment grand,

Q3 L(x) > 20 L( /).
En effect, pour x assez grand, on a
L erp 10— exp | 2
L(\,/;c—) \/; s tlogt
> exp (l(f) —t—i——>=exp(/l(\/;)log2)=2‘<\§)’
. . * L(®) s
ce qui prouve (23). Posons maintenant F(x) = ———dt. Nous allons utiliser

stlogt
(23) pour démontrer que
(24) F(/x) = o(F (x).
Par suite, comme
2 =x Z ji@-%O(Z () ~xF(x)+0 <j———dt> ~ xF(x),

et comme (24) nous permet de conclure que X, et X, sont toutes deux
d’ordre inférieur & xF (x), la partie (ii) (a) sera démontrée. Il nous suffit donc
de prouver (24). Pour cela, on va démontrer que, quelque soit M >0, on a

F(x) > MF(/x),

si x est suffisamment grand.
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Puisqu’il existe X; > Otel que (23) est vérifiée pour tout x > X, alors pour
chacun de ces x on aura

. x X x
Fo) = oD gy = | O 4y 7 EO

dt
ptlogt 5 tlogt x, tlogt

x A1)
=0+ Lo , 0(1)+§2 “L‘\/)

tlog t ogt
le(dt)L
o o 2L/ W9,
2 tlogt

pour une certaine constante ¢y > 0. Mais en posant \/- =s dans cette
derniére intégrale, on aura

L(s)
A(sy TN

F(x) > ¢, j 2 slogs
Choisissons maintenant X, > X, tel que 2**2 > 2M/c,. Alors pour x > X,

X2 DA(s) N zx(s) L
P> o | S Sdste | S

L(S)

> ¢, F(X,)+c¢y 24X ‘ slogs

vE L(s)
> ¢, F(X,)+2M ( sTogs
X2

ds,

pour une certaine constante c, >0. On a donc obtenu que
F(X) > c, F(X2)+2M F(\/x)—2M F (X;) = 2M F({/x)—(2M — ¢,) F (X ,).

D’Qﬁ .
P L, @M—c)F(X)

F(J/%) F(/x)

Choisissons X 3 > X, de telle sorte que (2M —c,) F(X,)/F(./X;3) < M. Alors

* puisque F(x) est une fonction croissante, on aura, pour chaque x > X3,

F(X)/F(/x)>2M—-M =M,

ce qui établit la relation (24) et par le fait méme la partie (ii) (2) du théoréme.
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7. Une estimation de ) f(p)y (x/p, p). Pour les cas qui vont suivre

PSEx

Pexpression .Y f(p)¥ (x/p, p) va jouer un role important. Aussi pour en

p\x

obtenir une estimation précise, on utilise une idée introduite par A. Ivié

(communication privée avec le premier auteur) pour évaluer Y 1/log P(n).
. 2snsx
Soit d’abord Z(x) une fonction qui satisfait aux deux conditions

lim Z(x) =+ et Z(x)=o(logx).

x—+

Posons ensuite
L,(x) = exp(K log x/Z (),

ol K est la constante apparaissant dans 'énoncé du Théoréme B. On écrit
alors

(25) Zf(p)!// =Y rov(Eel+ Y rov(Es
. 14 D

psx PSLa(x) Lyx)<p&x

=ZA+ZB

Nous allons montrer que X, est neghgeable par rdpport a Xy, laquelle
expression on va estimer avec précision. Pour majorer X, on utilise le
Théoréme B(a) et on obtient, en supposant (sans. perdre la généralité) que L
est définie sur [2, oo,

20 Ly
2y <€x [ e~ Kllog x~logt)/logt dt
5 tlogt
- Lp(x)
£x j' L(t) o~ Klogxflogt 1y
5 tlogt
Klog x/Z(x) d
£x j‘ L(ew) —Klogxjw® "
log 2 w
Klog x/Z(x)
=x j e—y(W)dw’
log 2
ou
Klo it
g( )— B —log L{e")+logw = ngu. [ Zl%ld,,{_lcgw_
2 ) .

On constate d’abord que exp(—g(w)) est non décroissante sur I(x)
= [log 2, K'log x/Z (x)]. En effet, ‘

Klogx l_ Klogx

—n(e”)+ =w

g'w) = +o(1),
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laquelle expression est négative sur I(x), puisque w = o(logx). De ceci, il
découle que

log x
Z(x) |

< xL (X8 2X) exp(— Z (x)).
En choisissant Z (x) = log L, (x) ou L, (x) = max(L(x), 1/L(x)), on obtient que
(26) 24 < (x/Ly (x)) L(eX"281:40) = o (xL(x)).

Pour Testimation de 2p, on fait appel au Théoréme B(b) et on obtient

log x log log x)]
- 222X 1) 1+0
(27) ZB Lz(x)Z:p\x () l< ogp )[ (‘Ing'
:x[1+0<loglogxlogL*'(x)>] "‘ l(logx_1>L(t)d ©

log x Ly \logt

log log x log L, (x) >J

log x
< l(logx 1> L(t) i,
Ly logt tlogt

T, < xK exp( g(K log x/Z (x)))

= x(1+0(1))[1+0<

. . log x
ou on a fait usage du théoréme des nombres premiers. En posant fog 1

= v dans la premiére intégrale & droite de (27), on obtient
{1/2)loglogx— 1 l(l))

= [ xH@+1)
ou
29) EG) = (1+0(1) [1 ro(lErexoel, (")ﬂ.

En utilisant le fait que I{v) < e"”“’g”, on voit que la relation (28) peut s’écrire
(30) - Zp=xE(x) Q oyl L( e+ 1y dy,
En insérant (26) et (30) dans (25), on obtient

(31) gf p)nk( >_ xE(x) Q —(l—)l L(x 1/(u+1))dv+o(xL(x))

Remarquons tout de suite que cette relation (31), méme si elle est valable
pour toute fonction L€.#, ne nous aurait été d’aucune utilité dans Pestima-

(35) ?
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tion de ) f(P(n) dans le cas ou A,(x) > -+co, puisqu'alors Iintégrale

2€n€x
dans (31) est en général difficile a évaluer, ceci étant di au fait que la
fonction L croit trop rapidement pour permettre de dégager L(x) de
lintégrale. Cest par contre ce que nous réussirons a faire dans les cas (i1) (b)
(©) et (d).

8. Les cas ou ¢ = 0 et ot 1, (x) tend vers une quantité finie. Considérons
d’abord le cas ou lim A,(x) = 0. En raison du Lemme 5, on a que Le &*,

x =+
Nous allons maintenant montrer qu’a toute fin pratique lexpression
L(x"®*Y) qui apparait dans Iintégrale a droite de (31) peut étre remplacée
par L(x). En effet, en posant

M(x) = L(e®) et y = logx,

on a

log x

M(a?“yf‘f)'

Mais comme M €%, on peut utiliser le Lemme 1 (avec ¢ = 1/2) et écrire

(33) M(UJ{J:M(” (HO(TSE:;G_)))

en autant que 1 <v+1

<@y ou oy =exp(l/\/ mﬁ), cette derniére

expression tendant vers + oo lorsque y — + 00, $oit lorsque x — +co. Fort
de ces relations (32) et (33), on a

© ]
e (1 - L) d
bU
(-1
A0 ey gor T L ey g,
0 v+1 o ~1V

1 =1 (v) ()
=M <1+0< )) ——dv+ —— L(x"* D) gy,
0) log ¢ (y) l v+1 W;‘ 1o+1 & e

Mais en utilisant les relations (16), on constate que

@) 41O Tl
o+l £ | h

1 1 cr::
v+1 (! T dv»—i\l(v—i-l)dv

o0

=log2—I(v+1)
1

=log2+1(2) = 1.
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Et comme M (y) = L{x), (34) devient

OE—IELL(x”("‘“”)dv = L(x)(1+o(1))+ T LON

L(xYe+ydy.
0U+1 (p(log.x)*lv+1

» Mais cette derniére intégrale, que 'on dénotera ici par J, (x), est o(L(x)).
Pour démontrer ceci, prenons x suffisamment grand et analysons séparément
le cas ou L est décroissante et celui ou L est non-décroissante. Dans le
premier cas, puisque /() < e~ *"t°, on a ‘

© 1 * d
® 4 < v

T2 < ¢(xog£)—1 v_‘*—'—ldv ) otiogm -1V (0 +1)
e dv 7 dv
N <p(18‘:gx) -1°"1v - (p(l(;‘gx) —1""2v(—1)
1 ® dv

<. (¢ (log x)— 1)<p(logx)~2 (p(lc;[gx) v(v—1)
Cette derniére intégrale étant O(1/(¢(logx)—1)), on a ainsi obtenu que
J2(%) < (o (log x)— 1)~ @lesn~1)
En posant L, (x)=(L(x))"", on aura démontré que J,(x) =0(L(x)) si on

réussit & prouver que

Ly (x) = o{(¢ (log x)— 1)etes~ 1),
lequel estimé découlera facilement a son tour de
(36) L, (x) < e?tlos,
Mais comme L, € #*, on peut certainement écrire que

M, (%) <1/(2log x),
ce qui entraine que '

- @(logx) = ¢, (log x) = ,, (log x) = exp(1/v/n(y/log x))

> eViElex > 1og Jog x > log L, (x),

la derniére inégalité découlant du fait que L, est a croissante trés lente. Mais
ceci démontre (36) et par le fait méme que, dans ce cas, J,(x) = o(L(x)).
Dans le deuxiéme cas, c’est-a-dire si L est non-décroissante, on aura

P ()
Jo(x) < —— L(x"®* V) dyp
? ¢(log£>-1 v+1

M( log x ) i I(v) dv=o<M( log x )>’
(p(lOgX) (p(log‘x)—lv+1 (D(IOgX)
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en raison de (35). Mais la relation (33) est encore applicable avec v+1
= ¢(logx) et y =logx, ce qui nous permet d’écrire

[ logx _ 1 _
M<¢(logx)>_M(logx)(1+o<m>>—L(x)(HO(D)' ﬂ

D’ou

J2(x) = o(L()(1+0(1))) = o(L(x),
tel que requis. Il s’ensuit donc que (34) devient
* l(v)
Ay 5 /w+1)y —
A;iv—l-l (x )dv = L(x)(1+0(1)).
Et en insérant cette estimation dans (31), on obtient

Yoy (% p) = xL(x)+o(xL(x)),

pSx

ce qui démontre (8). Par ailleurs comme

S 10 [;J —x 31?9 o(y 1)

pPSx psx pPEx
* L) (" L(t)
— —dt e
(1+0(1))x£t10gtd +0 glogtdt
~ L(r) d"
ytlogt

(9) est démontrée. Ceci compléte la démonstration de la partie (i) (c).

Nous revenons donc a la partie (ii) (b), soit le cas on AL(x) ~ ¢ avec
¢ > 0. On pose alors A(x) = c+¢(x) ol &(x) =0 lorsque x — +o00. Puisque
A(x) =n(x)logx, on a

(37 L(x) = e’exp T’?_(f_)_ dt
Bt

=e"exp("€ ¢ dt+}c' £() dt)

ptlogt atlogt

= e*exp(c(loglog x—log log B)) Lo (x)
= ¢3 (log x)* Lo ()

pour une certainevconstanye._cg > 0 et pour une certaine fonction L, € ¥*, ou
on a fait usage du Lemime 5. Ainsi :

L(/%) = €3 27 (1og ¥ Lo (/%) ~ €5 27 (log 3 Lo ().

Parallélement, en posant M (%) = Lo(e*) et en faisant un changement de
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variable approprié, on obtient, en utilisant le Lemme 2,

Fo(0 = F = (20080 Lo ) T(ogu™ T Low)

d
2 ulogu . 5 u .

logx
=c¢; [ 7 M(@)do ~ e (log x) Lo(x) = ¢~ L(x),

log 2
ce qui démontre (7). D’autre part, la relation (31) est toujours valable et
Iintégrale qui est dans son membre de droite est égale a

© o) )
cf— /(v +1) d
C3 (IOg X) é(v_i_l)c.q-] O(X ) v,

ol on a fait usage de la représentation de L(x) donnée en (37). Enfin en
reprenant le méme genre de raisonnement que celui entrepris pour simplifier
o0

Pexpression {!(v)(v+1)"' L(x"/**"Y)dv, la relation (31) devient
’ 0

@ v
(9) 5 1009 (2. )= (o)L [ oo o
pEx ( +1)
d’oti en combinant (18) et (38), on déduit (6). La partie (ii) (b) se trouve
démontrée.
Si maintenant lim A;(x) =c ol ¢ < O on obtient facilement I'estimation

X 0
(10) soit en suivant le méme raisonnement que ci-haut, puisque nulle part
~ nous avons utilisé le fait que c était positif. Par ailleurs (11) est facilement
vérifiée si Pon fait appel a la représentation de L(x) donnée en (33) et que

I'on constate qu'elle entraine la convergence de Y f(p)/p. D’ou la conclusion
p
(i) (d)..-

9. Le cas oit /. (x) tend vers —oo. On constate d’abord que la relation
(13) est facilement- vérifée. Le point le plus délicat réside donc dans la
démonstration de (12). On a d’aprés (18), (25) et (31), que

(39) Z f(P() = xE(x) g (x¢* V) dy + 0 (xL ().

2<nsx
Nous procédons dans un premier temps & I'évaluation de l’mtegrale qui
apparait dans (39). Dénotons la par J;(x). Puisque L est décroissante et que
I(v) € e™""t%, on peut écrire

logx~1
40) J3(x)=(1+0(1)) ’ l_(:)l L(x'¢*Ddy = (14+0(1))J4 (%),
0 .
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disons. En posant w =v+1, on a

. log x 1/w —
Jo = | L(x*™) I(w 1)dw—

log;'x ( _1) dW log x
i w T LG w

= | e dw,
ou
h(w) = log L, (x'")—log l(w—1)+logw
— log L, (x!™) +(1 + 0 (1)) (w— 1) log (w— 1)+ log w
= (14+0(1))(log L, (x'/*)+wlog w)
= (1+0(1)) o (W).

Si on peut trouver le point wy = wo(x) pour lequel la fonction h, atteint son
minimum, alors on en déduira que

1 log x
(41) elogL*(xl/wO(x))“'Wo(x)logwo(x) J4( ) elogL (x”WO(x))'O'WQ(x)logwo(x)
Cherchons donc le minimum de hy(w). On a, en posant A, (x) = —A(x),
, Ay (xM") o 1
h ( w) = lel ("';v—z- logx+1+logw.
Ainsi Hj,(w) =0 entraine que —A4. (x'™)/w = —logw, Cest-a-dire
(42) As (x1*) =wlogw.

Soit donc wo = wg(x) la solution de (42). Alors pour cette valeur de wy, (41)
est vérifiée. On observe maintenant que

43 : wo(x) < J/logx.

En effet, puisque, par hypothése, 1, (x) = o(logx), on a que

w 1
Ay (Y °)<W log x,
[0]

1
wologwy < —Jlog X,
0

1
Wwo < wp logwy < —log x,
Wo
ce qui démontre (43). Ainsi

N o gy
logL*(xU Nz ‘ t1+o;)t > Ay (logx) | tlogt

log x log x

1
= A, (log x) <log (;v— log x)—— loglog log x);
0
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mais en raison de (43), cette derniére expression est supérieure a

4+ (log x) (log (/log x) — log log log x) = A+ (log x) (log log x — Iog log log x)
> A4 (log x) log log x.

De ceci on déduit que
(44)  logx = exi: (loglog x) < L, (x'/"0)1/A+ e _ L, (x'"0%yoy
En substituant (44) dans (41), on a que

Ja(x) = L") D exp (— wo (x) log wo (),

laquelle équation se raméne a

(45) Ja () = L(x"wotayt+ow)
En effet, en posant 1+ (t) = —n(®), on a puisque 7, (1) est décroissante,
ALt x t
f“u;g’” = [ > na (g = 1. 0
2tlo 2 .

d’ou
iwoen, _ =0 A4 (1)
wo(x)logwo () = 4, (x%) < |

dt = log L (x'"°%),
> tlogt 08 Ly (x )

ce qﬁi prouve (45). De la définition de E(x) donnée par (29), il découle
facilement que

(46) E(x) = O(loglog x) = L(x""°%)em,

En tenant compte de (40), (45) et (46), la relation (39) devient

47) 2 f(PM) = xL(x""0P)1+e0 1 o(xL(x).
2€nsx .

Et puisque L est décroissante, le terme xL(x) est facilement absorbé par le
‘premier terme & droite de (47). Ceci termine la démonstration de (12) et par
le fait méme de la partie (i) (e). :

10. Le cas oil ¢ < 0. Soit R(x) = x?L(x) ol ¢ <0 et Le.#. En posant n

= —g, n* =max{l, 5} et Ly(x) = V1og xloglog x, on obtient
L
r JPo)= 3 T2y (%)

2€n<€x PSx

p< elloglogx) 5/3 e(loglog x) 5/3 <p gelow)/an*
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+ ) +

eLO(x)/4',*:r <ps 84"’5‘[,0(x) e4"f:"4()(x} <p<x
= Zl +22+Z3 +Z4
Nous allons montrer que

(48) T, = xe~ vZnLot1 +o(1)

et que Xy, 2, et X, sont négligeables par rapport 4 ¥5. Cela sera suffisant
pour démontrer (14). Et puisque (15) est évident alors cela achévera la
démonstration de la partie (iii) et du méme coup du Théoréme. Commengons
par estimer dans lordre, 3, 2, et X,.

En utilisant le Théoréme B(a), on a que

X, < xe ™ Kiogx/loglogx)5/3 _ o(e” \wf;;‘l:.o(x))_

En faisant appel 4 la partie (b) du méme Théoréme, on obtient
eLo(x)/4y*

L) e ‘
ZZ <X . ————ntl o ; e~ (o x/lognitoglog « ~ loglog) dr.
elloglog x)5/3 g
L *
Comme t < °™*" on a que
log x
- (loglog x —loglogt) < —2p* Ly (x)
log ¢
et ainsi
eLotx)/4n

L@

Z, < xe~ Lo 0
ollog loéx)5/3 t n log t

dt = O(X(?M 2,,*1,0(,\')) = o0(xe" \fﬁLo(x)).

Par ailleurs, puisque L(t) < "2 pour ¢ assez grand, on a

L(p) o du
Tekx L Tpy <y T
ALow) <pgx P e Lo(x)
< xe” 2L = ¢ (xe~ V2 Lot
Il nous suffit donc maintenant de démontrer (48). Mais

ArLo (1) log x I
Zy=(1+o())x | M ogt (logtm “

eLo(x)/4n*
€t en posant logt = w, on obtient

4n *’“‘.0"" L(e”) ) ( log x

. . wi
LoGjdns We

2y =(1+o(1))x

- 1>dw = (L+o(1)xJs (x).
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Soit maintenant

(49) fo(x) = log

L(ew) (logx _1 ) l

w

de sorte que

4n*Lg(x)
f()(W)
Jsx)= | dw.
Lo(x)/4n*

Nous allons montrer que f, atteint son maximum en

(50) w=wy = (1 +o(1)) Lo (x),

1
V2
auquel cas on aura, a cause des représentations (56) et (57),
(51) fotwo) = — /21 Lo (9 (1 +0(1).

On pourra conclure de ceci que

— 1 - 37
g~ 2 Lol +o(1)y Js(x) < (4,7*_4 - Lo(x)e \ 21 Lo(x)(1 +o(1))
n

D’ou
(52) ,]5 (x) = \‘El_Lo(x)(l'Fo(l)).
¢ (49), on a
log x
©3) folw) = —logw—nw+logL(eW)+log’( fr—l)

lo
- _nw(1+o(1))+1og1(—%’f—1>,

puisque les expressions logw et log L(e”) sont toutes deux o(w). De Testima-

tion bien connue
logl(w) = (1+o(1))ulogu,
il découle que

log x

(54) bgl(j;——1> (1+oa»

(log log x—log w).

Par ailleurs, comme w €[ Lo (x)/(4n*), 44* Lo(x)], on a

(55) logw = (5+0(1))loglog x.

Ainsi en tenant compte de (54) et (55), la pelation (53) devient
(56) Fo(w) = ((+0(1) f(w),
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ou
1log xlog log X
57 S0y = =3 —SE2B0EE

. . 1 .
Et f'(w)=0 veut dire qué —n+—2—-2—10g xloglog x =0, soit lorsque w
w

= Yom ——= Lo (x), ce qui démontre successivement (50), (51) et (52) et par le fait
NE=/]
méme la partie (iii) du Théoréme.

11. Applications.

(1) La relation (2) démontrée par De Koninck et Ivié [4] est en fait une
conséquence de la relation (4).

(i) La formule (14) donne une relation asymptotique pour Y 1/P(n)
2€nsx
qui est toutefois plus faible que celle obtenue par Erdds, 1vi¢ et Pomerance [6].
o

(iii) L’estimé ) log P(n) ~axlogx, ot a = | /(v)(v+1)"?dv, obtenue
2€n€x 0

par N.G. De Bruijn [3] s’obtient en prenant ¢ = |1 dans notre relation (7).
(iv) Puisque |[(v)dv = e’ (voir [2]), ol y désigne la constante d’Euler,
0
alors en utilisant la relation (13), on obtient la formule asymptotique

1 , X

. ~ ¢ ,
2<n<x 108 P(n) log x

qui découle de

1
2€<nsx

laquelle equation a été obtenue par G.J. Rieger [9]. Récemment cette derniére
formule a été¢ améliorée par De Koninck et Sitaramachandrarao [5].
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